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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Математичне моделювання процесів конвективно-

дифузійного масоперенесення з урахуванням масообміну знаходить важливі 

застосування при вирішенні проблем очищення рідин шляхом фільтрування, 

а також прогнозування забруднення атмосфери, поверхневих та підземних вод 

шкідливими домішками тощо. На теперішній час перспективним є 

використання фільтрів з мікропористим завантаженням для очищення 

забруднених технологічних потоків, що дає можливість зменшити розміри 

відповідних пристроїв, створити відносно недорогі, швидкі і ефективні методи 

очистки зон забруднення.  

На сьогодні вже відомі математичні моделі дифузійно-адсорбційного 

масоперенесення в неоднорідних схильних до деформації і двопористих (у тому 

числі мікропористих) середовищах. Проте актуальним залишається 

дослідження такого роду процесів у випадку наявності домінуючих складових 

механізму перенесення, що приводить до появи малих параметрів у відповідних 

математичних моделях. Зокрема, при дослідженні багатокомпонентного 

тепломасоперенесення в мікропористих середовищах, необхідно враховувати 

низку факторів, таких як співвідношення між величинами параметрів, що 

характеризують ті чи інші складові процесу, залежність фільтрувальних 

властивостей таких матеріалів від температури (наприклад, в одних випадках 

мікропористий матеріал не пропускає тепло, а за інших умов – у зворотньому 

напрямку не пропускає вологу) тощо. Їх урахування призводить до ускладнення 

математичних моделей процесів сингулярностями, породженими малими 

параметрами. Тому постає актуальна задача розробки нових або удосконалення 

існуючих методів розв‟язання відповідних крайових задач. Принцип 

локалізації, що використовується у методах теорії збурень, дозволяє одночасно 

отримати і достатню точність, і значне спрощення процесу розв‟язування. 

Асимптотичний метод розв‟язування типових модельних крайових задач для 

сингулярно збурених параболічних та еліптичних рівнянь на теперішній час 
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ефективно використовується для дослідження процесів конвективної дифузії 

при фільтрації в одно- та багатозв‟язних, плоских і просторових криволінійних 

областях, за умови превалювання певних складових процесу над іншими. 

Виникає природне запитання стосовно можливості його розвитку для 

розв‟язання нелінійних систем сингулярно збурених рівнянь з локально-

іншорідними особливостями, що забезпечить можливість прогнозування 

аналогічних процесів багатокомпонентного масоперенесення у мікропористих 

середовищах. 

Таким чином, актуальним є науково-технічне завдання моделювання 

процесів багатокомпонентного тепломасоперенесення у мікропористих 

середовищах (фільтрах) за умови домінування одних складових цих процесів над 

іншими та розвитку асимптотичних методів розв’язання відповідних 

сингулярно збурених крайових задач. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Дисертаційна робота виконувалась як частина  планів науково-дослідних робіт 

Рівненського державного гуманітарного університету (РДГУ), зокрема 

“Системне математичне моделювання нелінійних збурень процесів типу 

“фільтрація-конвекція-дифузія” з післядією при неповних даних” (номер 

державної реєстрації 0109U001065), “Просторові аналоги крайових задач на 

квазіконформні відображення і проблеми моделювання нелінійних процесів у 

пористих середовищах” (номер державної реєстрації  0112U001014). У рамках 

виконання цих науково-дослідних робіт автором розроблено нові математичні 

моделі сингулярно збурених процесів багатокомпонентного тепломасо-

перенесення в пористих та мікропористих  середовищах. Пробудовано 

асимптотичні розклади відповідних крайових задач та на цій основі розроблено 

алгоритми для розрахунку концентрацій розчинних речовин, що фільтруються 

в однорідних та шаруватих середовищах. 

Мета і задачі дослідження. Метою роботи є математичне моделювання 

технологічних процесів конвективно-дифузійного тепломасоперенесення 

розчинних речовин в пористих та мікропористих середовищах (фільтрах) у 
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випадку переважання одних їх складових над іншими та розвиток методів теорії 

збурень розв‟язання відповідних нелінійних сингулярно збурених задач. 

Для досягнення поставленої мети визначені такі задачі дослідження:  

- вдосконалити математичні моделі сингулярно збурених процесів 

конвективно-дифузійного тепломасоперенесення за умов масообміну 

в пористих середовищах;  

- розробити підхід до моделювання процесів очищення технологічних 

потоків з використанням мікропористих сорбентів у випадках 

превалювання одних складових процесу над іншими та розвинути 

методи асимптотичного наближення розв‟язків відповідних 

сингулярно збурених задач в однорідних та шаруватих областях; 

- розробити алгоритми розв‟язування відповідних крайових задач для 

плоских та просторових криволінійних областей, на основі чого 

провести числові розрахунки та здійснити аналіз отриманих 

результатів; 

- узагальнити розроблені математичні моделі і методи на випадок 

моделювання процесу тепломасоперенесення багатокомпонентних 

забруднень в мікропористих середовищах. 

Об’єктом дослідження є процеси очищення технологічних потоків 

шляхом фільтрування з використанням пористих та мікропористих матеріалів.  

Предметом дослідження є нелінійні математичні моделі процесів типу 

«конвекція-дифузія-тепломасообмін» у пористих та мікропористих 

середовищах складної конфігурації у випадках превалювання одних складових 

процесу над іншими та асимптотичні методи розв‟язання відповідних сингулярно 

збурених задач. 

Методи дослідження. У роботі використано методику узагальнення 

відомих класичних моделей шляхом переходу до відповідних “збурених” задач. 

Це дозволило використати класичні форми законів, що описують процеси руху 

рідини в пористих середовищах, а при побудові асимптотичних наближень їх 

розв‟язків, доповнювати відомі розв‟язки відповідних вироджених задач 
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поправками з використанням методу примежових функцій. Також у процесі 

розв‟язання поставлених задач використано числові та аналітичні методи 

розв‟язання крайових задач. 

Наукова новизна одержаних результатів:  

1. Вперше сформовано математичну модель сингулярно збуреного 

процесу конвективно-дифузійно-адсорбційного масоперенесення розчинної 

речовини в однорідному та кусково-однорідному біпористому середовищі, що 

на відміну від існуючих, враховує механізм конвективного перенесення, а 

також уточнює розрахунок  розподілу концентрації в фільтрі з мікропористим 

завантаженням.  

2. Вперше одержано розв‟язки класу сингулярно збурених задач типу 

конвекція-дифузія-масообмін у криволінійних областях з локально-

іншорідними особливостями, що забезпечує можливість  прогнозування такого 

роду процесів у мікропористих середовищах, у тому числі за умов ідентифікації 

параметрів.  

3. Вперше побудовано математичну модель сингулярно збуреного 

процесу багатокомпонентного конвективно-дифузійно-адсорбційного 

масоперенесення розчинної речовини в однорідному мікропористому 

середовищі (фільтрі), за умов врахування масообміну та взаємовпливу 

компонент; одержано асимптотичне розвинення розв‟язків відповідних 

крайових задач, що націлено на оптимальне налаштування параметрів процесів 

очищення технічних рідин від багатокомпонентного забруднення та є основою 

для розробки системи автоматизованого керування відповідними процесами. 

4. Удосконалено математичну модель процесу конвективно-дифузійного 

тепломасоперенесення розчинних речовин з врахуванням масообміну за умови 

домінування одних його складових над іншими, що дало змогу уточнити 

динаміку зміни концентрації окремих компонент багатокомпонентної суміші.  

5. Отримав подальший розвиток метод асимптотичних розвинень 

розв‟язків сингулярно збурених крайових задач стосовно дослідження процесів 

конвективно-дифузійного перенесення в тонкій трубці за умов 
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тепломасообміну на бічній границі, що, окрім забезпечення можливості 

врахування відведення забруднення через стінки-пастки, також дозволяє 

прогнозувати відбір ґрунтового тепла з допомогою ґрунтового теплообмінника. 

Практичне значення одержаних результатів. Проведені в роботі 

дослідження дають можливість аналізувати та прогнозувати процеси 

масоперенесення розчинних речовин у біпористих середовищах з урахуванням 

взаємовпливу різних складових процесу, зокрема масообміну та 

температурного режиму. Розроблені алгоритми та програмні процедури 

дозволяють враховувати структуру та характеристики середовища, особливості 

переносу на мікро- і макрорівні, режимно-технологічні параметри (константи 

рівноваги та масообміну, швидкості хімічних реакцій тощо), що є необхідним 

для оптимального налаштування процесів очистки технологічних потоків з 

використанням мікропористих адсорбентів для отримання необхідної якості 

вихідних продуктів. 

Результати роботи використано науково-дослідним виробничим бізнес-

центром Національного університету водного господарства та природокорис-

тування (НДВБЦ НУВГП) у робочих проектах на об‟єктах “Реконструкція 

котельні студмістечка НУВГП у м. Рівне вул. Чорновола, 49в (перша, друга 

черга)” (г/д 30-12-06/36-08-12) та  для розробки науково-технічної документації 

“Обстеження та рекомендації щодо покращення тепловологісного режиму 

будівлі фільтрів насосної станції «Новий двір» в м. Рівне” (г/д 30-15-03). 

Розроблені в дисертаційній роботі рекомендації прийняті ТОВ «РЕМБ» (м. 

Рівне) до впровадження в проектно-розрахункових роботах при розробці та 

налаштуванні роботи системи пом‟якшення води на котельні Більськовільської 

ЗОШ I-III ст. (Рівненська обл., Володимирецький р-н., с. Більська Воля, вул. 

Шкільна, 14).  

Окремі викладені в дисертаційній роботі матеріали використано у 

навчальному процесі РДГУ при підготовці спецкурсів:  “Проблеми оптимізації і 

керування процесами і системами”, “Сучасні проблеми прикладної 

математики” та “Проблеми ідентифікації”. Розроблені моделі та алгоритми 
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використовувалися для розв'язання відповідних задач у науково-дослідній 

лабораторії “Математичне моделювання нелінійних збурень процесів та 

систем” кафедри інформатики та прикладної математики РДГУ. Більшість 

результатів, отриманих у роботі, подано у вигляді формул, алгоритмів, 

ілюстрацій та графіків, які можуть бути включені у посібники та довідники і 

використані в інженерній практиці. 

Особистий внесок здобувача полягає у безпосередньому проведенні 

теоретико-розрахункових досліджень, оформленні проміжних результатів 

роботи у вигляді публікацій і доповідей. Всі результати, що складають 

основний зміст дисертаційної роботи, отримані автором самостійно.  

У публікаціях, написаних у співавторстві, здобувачеві належить: в [14, 17, 

19–22, 24, 35, 36, 117, 186–187] – розробка підходу до розв‟язання сингулярно 

збурених задач одно- та багатокомпонентного  конвективно-дифузійно-

адсорбційного масоперенесення в однорідному мікропористому середовищі із 

використанням асимптотичної методології теорії збурень, побудова алгоритму 

для знаходження концентраційних розподілів в міжчастинковому просторі та в 

пористих частинках; у [23, 34, 137] – побудова асимптотичного розвинення 

розв‟язку задачі конвективно-дифузійно-адсорбційного масоперенесення в 

багатошаровому мікропористому середовищі, програмна реалізація відповідних 

алгоритмів; в [15, 16, 29, 30, 31] – розробка алгоритму числової ідентифікації 

коефіцієнтів дифузії в міжчастинковому просторі та в порах частинок, 

коефіцієнта впливу внутрішньочастинкового перенесення на міжчастинкове та 

коефіцієнта адсорбційної рівноваги; у роботі [25] – побудова математичної 

моделі нестаціонарного процесу конвективно-дифузійного поширення тепла в 

трубці ґрунтового теплообмінника,  виконання комп‟ютерних розрахунків і їх 

аналіз; в статті [33, 138, 139] – дослідження  неізотермічного процесу 

багатокомпонентного масоперенесення в пористому середовищі; в [26, 113] – 

розробка алгоритму розв‟язання та програмна реалізація, аналіз отриманих 

результатів. 
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Апробація результатів дисертації. Матеріали дисертаційної роботи 

обговорювалися на таких наукових конференціях: VIII International Conference 

«Porous materials. Theory and Experiment» (INTERPOR‟12) (Lviv-Briukhovychi, 

2012); Міжнародній науковій конференції «Асимптотичні методи в теорії 

диференціальних рівнянь» (м. Київ, 2012 р.); Всеукраїнській науковій 

конференції «Сучасні проблеми математичного моделювання та 

обчислювальних методів» (м. Рівне, 2013 р.); XVI Міжнародному симпозіумі 

«Методи дискретних особливостей в задачах математичної фізики» (МДОЗМФ-

2013) (Харків-Херсон, 2013 р.); Міжнародній науковій конференції «Питання 

оптимізації обчислень» (ПОО-XL) (Кацивелі, 2013 р.); ІІІ Міжнародній 

конференції «Компьютерное моделирование в наукоемких технологиях» 

(м. Харків, 2014 р.); VIІ Міжнародній науковій конференції імені І. І. Ляшка 

«Обчислювальна та прикладна математика» (м. Київ, 2014 р.); ІІ науково-

технічній конференції «Обчислювальні методи і системи перетворення 

інформації» присвяченій пам‟яті професора Б.О. Попова (м. Львів, 2014 р.); 

Міжнародній науковій конференції «Сучасні проблеми математичного 

моделювання та обчислювальних методів» (м. Рівне, 2015 р.); Шістнадцятій 

міжнародній науковій конференції ім. акад. Михайла Кравчука (Київ, 2015); 

III Іnternational Conference «Mathematics for Life Sciences»  (Rivne, 2015); 

XXI Всеукраїнській науковій конференції «Сучасні проблеми прикладної 

математики та інформатики» (APAMCS-2015) (Львів, 2015); Науково-технічній 

конференції «Мікро- та нанонеоднорідні матеріали: моделі та експеримент» 

(Львів, 2015);  IV Всеукраїнській науково-практичній конференції студентів, 

аспірантів та науковців «Інформаційні технології в професійній діяльності» 

(м. Рівне, 2010 р.); XV Всеукраїнській (X Міжнародній) студентській науковій 

конференції з прикладної математики та інформатики СНКПМІ-2012 (м. Львів, 

2012 р.); III та V Всеукраїнських школах-семінарах молодих вчених і студентів 

АСІТ (м. Тернопіль,  2013 р. та 2015 р.); звітних науково-практичних конферен-

ціях викладачів, аспірантів та студентів РДГУ (2012–2015 рр.). 
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У повному обсязі дисертація обговорювалася на розширеному науковому 

семінарі кафедри інформатики та прикладної математики Рівненського 

державного гуманітарного університету та кафедри прикладної математики 

Національного університету водного господарства та природокористування, 

науковому семінарі кафедри математичної фізики та кафедри моделювання 

систем та технологій Харківського національного університету імені 

В. Каразіна, науковому семінарі кафедри прикладної математики  Інституту 

прикладної математики та фундаментальних наук Національного університету 

«Львівська політехніка», науковому семінарі кафедри комп‟ютерних наук 

Тернопільського національного економічного університету. 

Публікації. За матеріалами роботи опубліковано 29 наукових праць, у 

тому числі 12 статей, з яких 9 у фахових наукових виданнях з технічних наук, у 

тому числі у виданнях, що реферуються в міжнародних наукометричних базах 

даних:  ISI Thomson Reuters [14], Cambridge Scientific Abstracts [22],  Ulrich's 

Periodicals Directory [137], INSPEC [22, 25, 140]; 3 праці опубліковано без 

співавторів. 

Структура та обсяг дисертації. Дисертаційна робота складається зі 

вступу, чотирьох розділів, висновків, списку використаних джерел (212 

найменувань) та додатків.  

 

 

http://wiki.lp.edu.ua/wiki/%D0%9A%D0%B0%D1%84%D0%B5%D0%B4%D1%80%D0%B0_%D0%BF%D1%80%D0%B8%D0%BA%D0%BB%D0%B0%D0%B4%D0%BD%D0%BE%D1%97_%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B8
http://wiki.lp.edu.ua/wiki/%D0%86%D0%BD%D1%81%D1%82%D0%B8%D1%82%D1%83%D1%82_%D0%BF%D1%80%D0%B8%D0%BA%D0%BB%D0%B0%D0%B4%D0%BD%D0%BE%D1%97_%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B8_%D1%82%D0%B0_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%B4%D0%B0%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B8%D1%85_%D0%BD%D0%B0%D1%83%D0%BA
http://wiki.lp.edu.ua/wiki/%D0%86%D0%BD%D1%81%D1%82%D0%B8%D1%82%D1%83%D1%82_%D0%BF%D1%80%D0%B8%D0%BA%D0%BB%D0%B0%D0%B4%D0%BD%D0%BE%D1%97_%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B8_%D1%82%D0%B0_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%B4%D0%B0%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B8%D1%85_%D0%BD%D0%B0%D1%83%D0%BA
http://wiki.lp.edu.ua/wiki/%D0%9D%D0%B0%D1%86%D1%96%D0%BE%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D1%83%D0%BD%D1%96%D0%B2%D0%B5%D1%80%D1%81%D0%B8%D1%82%D0%B5%D1%82_%C2%AB%D0%9B%D1%8C%D0%B2%D1%96%D0%B2%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D1%96%D1%82%D0%B5%D1%85%D0%BD%D1%96%D0%BA%D0%B0%C2%BB
http://wiki.lp.edu.ua/wiki/%D0%9D%D0%B0%D1%86%D1%96%D0%BE%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D1%83%D0%BD%D1%96%D0%B2%D0%B5%D1%80%D1%81%D0%B8%D1%82%D0%B5%D1%82_%C2%AB%D0%9B%D1%8C%D0%B2%D1%96%D0%B2%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D1%96%D1%82%D0%B5%D1%85%D0%BD%D1%96%D0%BA%D0%B0%C2%BB
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РОЗДІЛ 1 

ПРОБЛЕМИ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ 

КОНВЕКТИВНОЇ ДИФУЗІЇ В ПОРИСТИХ ТА МІКРОПОРИСТИХ 

СЕРЕДОВИЩА (ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРНИХ ДЖЕРЕЛ, ПОСТАНОВКА 

ЗАДАЧ ДОСЛІДЖЕННЯ) 

 

1.1. Огляд літературних джерел з проблеми математичного 

моделювання процесів конвективної дифузії у пористих та  

біпористих середовищах  

 

Проблеми переносу в пористих середовищах мають велике прикладне 

значення. Основні проблеми при вивченні процесів тепломасообміну пов'язані з 

постановкою і розв'язанням задач при високій щільності теплових потоків і 

великих швидкостях течії, при фазових і хімічних перетвореннях. 

Процес масообміну полягає у перенесенні деякої речовини, представленої 

у формі молекул, атомів, іонів, в просторі з неоднорідною концентрацією або 

при неоднорідних полях температур і тисків. Цей процес перенесення маси між 

фазами відбувається до настання певного стану, що називається станом 

рівноваги і при якому з першої фази в другу переноситься така ж кількість 

речовини, як і з другої в першу. Для масообміну в межах однієї фази - після 

вирівнювання концентрації речовини по всьому об'єму середовища. Окрім того, 

речовина може переноситися під одночасним впливом декількох градієнтів – 

градієнту концентрації, градієнту температури чи градієнту тиску, такий вид 

масоперенесення називається молекулярною дифузією і розрізняють відповідно 

концентраційну дифузію, термодифузію та бародифузію. Процес перенесення 

маси, окрім молекулярної дифузії, може здійснюватися і під дією конвекції і на 

відміну від останньої, молекулярна дифузія як правило має місце в нерухомих 

потоках або в приграничних шарах, що знаходяться поблизу межі розділу фаз і 

обумовлена хаотичним рухом частинок речовини.  
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При дифузійному переносі, напрямок перенесення речовини визначається 

градієнтом концентрації в окремих точках системи, і речовина завжди 

переходить з фази, де її концентрація вище рівноважної, у фазу чи область, в 

якій її концентрація нижче рівноважної (або від більшого градієнта до 

меншого). Швидкість масопередачі пов'язана з механізмом переносу речовини 

між фазами, які приймають участь у масообміні. 

До розробки основних положень теорії масоперенесення долучилися такі 

видатні вчені, як А. Фік, А. Дарсі [192], І.-Ж. Ленґмюр, М.Є. Жуковський, 

П.Я. Полубаринова-Кочина [133-134], Н.В. Герсеванов, Р. Колінз [88], Я. Бер 

[49], Г. І. Бернблатт [8], В.І. Аравін [6], С.М. Нумеров [121], А.В. Ликов [107-

108],  М. Шірато, Н. Н. Веригін [55-56], Б.С. Шержуков [170], Ж. Каргер [199], 

Д. Ритвен [199, 209], С. Корнер, Ж. Фресард [196], Д.Ф. Шульгін, 

В.Н. Ніколаєвський [37], С.Ф. Авер‟янов [1], А. Шейдергер [169] та інші. 

Проблеми математичного моделювання переносу різної природи, як в 

однорідних так і неоднорідних пористих середовищах розглянуті в працях  

А.М. Когановсьського [87], І.М. Федоткіна,  Р. Лоренца,  І.І. Ляшка [104-106], 

С.І. Ляшка, В.І. Лаврика [96-97, 116], І.В. Сергієнка [152-154], В.В. Скопецького 

[168], Я.Г. Савули  [95, 147], В.С. Дейнеки [69-72], М. Р. Петрика [99], 

Є. Я. Чаплі  [166], О.Ю. Чернухи  [143],  Б. В. Гери [64, 114], Я.Й.  Бурака  [45], 

В.М. Булавацкого [39-41], А.Я. Бомби [13, 18, 27-28], А. П. Власюка [59-62], 

О. Я. Олійника [80, 122-124], В. Ф. Півня [131, 206], Г.А. Шинкаренка, 

В.М. Шестакова [171] та ін. [5, 89, 98, 101, 111, 126, 177, 190, 191, 197]. В цих 

працях розглядаються постановки змішаних крайових задач для рівнянь 

переносу в частинних похідних, що описують різні види переносу в однорідних 

на неоднорідних середовищах, в основному на макрорівні і без врахування 

внутрішньої структури пористих частинок. 

Процеси міграції речовини у водонасичених пористих середовищах при її 

малих концентраціях у розчині (до 10 г/л) і незначних змінах температури 

можна описати наступною системою диференціальних рівнянь [18]: 
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 (1.1) 

де   і v  – відповідно потенціал і вектор швидкості фільтрації, ( , , , )jx y z U   – 

коефіцієнт (тензор) фільтрації, jC  і jU  – відповідно масові концентрації j -ї 

компоненти речовини у фільтраційному розчині і на скелеті пористого 

середовища у точці ( , , )x y z  в момент часу t , ( , , , )j j jD D x y z C  – коефіцієнт 

(тензор) конвективної дифузії j -ї компоненти речовини у водному потоці 

( 1,j m ), ( , , , )jx y z U   – пористість середовища,  , ,j k j kf С C  і  , ,j k j kf U U  – 

неперервні обмежені функції, які характеризують швидкість протікання 

масообмінних процесів між j -ю і k -ю компонентами речовини відповідно у 

фільтраційному розчині і на скелеті пористого середовища ( 1,j m , 1,k m ), 

 ,j j jf С U  і  ,j j jf U С  – неперервні обмежені функції, які характеризують 

швидкості протікання відповідно сорбційних і десорбційних процесів j -ї 

компоненти речовини ( 1,j m ). 

Фільтраційні процеси, як правило, протікають в обмежених областях. На 

границі S  фільтраційної області або на її частині задаються крайові умови, 

найбільш прості і широко поширені із яких умови:  

а) S const    – на ділянках границі S , які є входами і (або) виходами 

фільтраційної течії;  

б) 0n S
   – на водонепроникних ділянках границі S  області фільтрації, 

де n  – нормаль до границі. 
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На межах розділів сусідніх однорідних шарів з різними властивостями 

задаються умови рівності потенціалів і швидкостей: 

S S
 

 

 , 
S S

v v
 

 . 

При постановці задач конвективної дифузії на вході S  фільтраційної 

течії, зазвичай, граничною умовою задається: 

а) закон надходження і розподілу величин концентрації розчиненої у воді 

речовини SC c
  ;  

б) умова Данквертса ( ) 0n n S
D С v C c




      (що враховує як конвек-

тивний, так і дифузійний механізми підведення речовини). 

На водонепроникних ділянках границі S  області фільтрації виконуються 

умови: 
S

C c  або 0n S
C   (врахування або відсутності додаткових джерел 

надходження величин концентрації розчиненої у воді речовини), а на ділянці 

виходу фільтраційного потоку S   можна приймати одну з наступних граничних 

умов:  

а) задано закон розподілу величин концентрації речовини 
S

C c

 ; 

б) задана умова Данквертса ( ) 0n n
S

D C v C c


      (такі умови 

приймаються, якщо не спостерігається інтенсивного відводу вод на виході 

фільтраційного потоку);  

в) задана умова, що враховує тільки конвективний перенос через границю 

0n S
C    (у випадку інтенсивного відводу вод на виході фільтраційного 

потоку).  

На межі розділу сусідніх однорідних шарів з різними властивостями 

задаються умови рівності концентрацій і потоків речовин: 

S S
C C 

 

 , n n n nS S
D C v C D C v C 

 




        , 

де D , D  – коефіцієнти конвективної дифузії у сусідніх шарах, nv  – нормальна 

складова швидкості на межі розділу.  

Початкова умова має вигляд   0, ( )C M t c М , де 0 ( )c М  – задана функція 
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розподілу концентрацій речовини в області фільтрації в момент часу t  до 

настання процесу забруднення або промивання пористого середовища, M  – 

довільна точка області фільтрації. 

Власюком А. П., Мартинюком П. М. та їх учнями [60-61, 109] процес 

однокомпонентного тепломасоперенесення при фільтрації сольових розчинів у 

недеформованих ґрунтових середовищах в загальноприйнятих позначеннях 

запропоновано описувати наступною системою диференціальних рівнянь: 

 ( ( ) ( ) ) ( ) ,T

C N
div D C grad C D C grad T V C grad C

t t

 

   
 

 (1.2) 

 1( ) ( , ) ( ) , 0V C C T grad v c grad C v grad T divV      , (1.3) 

 ( ) ( ) n

T
div grad T c V C grad T c

t
 


 


, (1.4) 

 * * 1( , , , , , ,..., )n

N
f C N C N T

t
 





. (1.5) 

Тут рівняння (1.2), (1.3) описують масоперенесеня і фільтрацію сольових 

розчинів в неізотермічних умовах, рівняння (1.4) описує теплоперенесення в 

ґрунтових масивах, (1.5) – масообмін між рідкою і твердою фазами. 

Проте при математичному моделюванні багатокомпонентних процесів 

виникає потреба врахувати можливість втрати чи набуття концентрації 

забруднюючих речовин у фільтраційній течії внаслідок їхньої реакції. 

Більшість таких реакцій проходять з виділенням чи поглинанням енергії, тому 

необхідно враховувати вплив зміни температури середовища на швидкість 

перебігу дифузійних та масообмінних (породжених хімічними реакціями) 

процесів. 

Згідно кінетичного  закону діючих мас швидкість елементарної реакції 

при заданій температурі пропорційна добутку концентрацій реагуючих речовин 

в степені, що показує кількість моль речовини, що  вступають у реакцію [194]: 

 1 2

1 2( ) ... inn n

i

dC
k T C C C

dt
     , (1.6) 

де  ( )k T  – швидкість хімічної реакції. Рівняння (1.6) справедливо для 

елементарних реакцій. Для складних реакцій показники степеня в рівнянні (1.6) 
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називаються порядками реакції і можуть приймати не тільки цілочисельні 

значення. Константа швидкості хімічної реакції залежить від температури.  

Отже, при дослідженні багатокомпонентного масоперенесення в 

пористих середовищах в низці випадків необхідно враховувати взаємовплив 

температури середовища на розподіл концентрації розчинних речовин з метою 

інтенсифікації процесів очищення забруднених технологічних потоків. 

Перспективним напрямком також є використання мікропористих 

матеріалів для видалення домішок з газових та водних потоків. На сьогодні 

існує ряд підходів до моделювання процесів масоперенесення в пористих 

каталітичних (біпористих) середовищах, які дозволяють в достатній мірі 

враховувати вплив масоперенесення на рівні частинок. Дослідженню процесів 

дифузійно-адсорбційного масоперенесення в біпористих середовищах 

присвячено значну кількість праць закордонних авторів – Р. Бартера, Н. Чена 

[189], Ж. Каргера, Д. Ритвена [209], Ж. Фресарда, Є. Воробйова, С. Леклерка  

[203, 205] та ін. [181, 207, 208], а також вітчизняних – B.C. Дейнеки, 

К.В. Сергієнка, М.Р. Петрика [127-130, 193, 202-205]. В них розглядаються 

моделі молекулярного транспорту в кристалічних тілах, який спричиняється 

двома видами дифузії: дифузією в макропорах, за рахунок порожнин між 

кристалічними частинками адсорбенту і дифузією в мікропорах частинок. 

Модель однокомпонентного адсорбційного масоперенесення в каталітичному 

середовищі частинок мікропористої структури представлено у вигляді системи 

диференціальних рівнянь вигляду: 

         
2

inter intra2
R

D
r

qc c
t rz




        
, 

2

intra 2

2
D

q q q

t r r r

   
  

   
, (1.7) 

з початковими та крайовими умовами 

 
0

, 0
t

c t z

 ,  

0
, , 0

t
q t r z


 ,     (1.8) 

 ,
z l

c t z c
 ,    , , ,

r R
q t r z k c t z


  ,

0

( , )
0

z

c t z

z 





, 

0

( , , )
0

r

q t r z

r 





. (1.9) 

Перше з рівняння (1.7) описує масоперенесення у міжчастинковому 

просторі, друге описує внутрішньочастинкове масоперенесення з поточною 
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концентрацією  , ,q t r z , що пов‟язана з концентрацію в міжчастинковому 

просторі  ,c t z  другою з крайових умов (1.9) – умовою рівноваги на поверхні 

частинок. Коефіцієнти interD  та intraD  відповідно характеризують швидкість 

протікання процесів масоперенесення в міжчастинковому просторі та в порах 

частинок, а коефіцієнт inter intra
intra

inter

(1 )
3

R

D





  характеризує вплив 

внутрішньочастинкового перенесення на міжчастинкове. Тут l  – довжина 

зразка,  R  – радіус мікропористих частинок, inter  – пористість. Дана 

методологія поширена на випадок моделювання  та  дослідження розв‟язків 

крайових задач переносу з системою двофазного  дворівневого і n-

рівноважного масоперенесення в однорідних і багатоінтерфейсних 

неоднорідних  середовищах  пористої структури з мікро- і нанопористими 

просторово розподіленими диференціальними та інтеґральними включеннями, 

а також на випадок моделювання та дослідження розв‟язків двофазних інтеґро-

диференціальних крайових задачі типу „фільтрація-консолідація” з системою 

двофазного дворівневого і n-рівноважного масоперенесення в однорідних і 

багатоінтерфейсних неоднорідних  середовищах  пористої структури. На цій 

основі для розглянутих моделей переносу з використанням їх аналітичних 

розв‟язків, ґрадієнтних методів та даних фізичного експерименту 

запропоновані ефективні алґоритми і програмні процедури наближеного 

розв‟язання зворотніх задач для  визначення розподілів кінетичних коефіцієнтів 

(коефіцієнтів дифузії, коефіцієнтів консолідації на мікро- і макрорівнях). 

Модельну конструкцію (1.7) за додаткової умови рівноваги із (1.9) 

називатимемо системою диференціальних рівнянь з локально-іншорідними 

особливостями. 

Проте актуальним залишається питання врахування конвективного 

масоперенесення в однорідних та шаруватих середовищах частинок 

мікропористої структури, що приводить до розв‟язання сингулярно збурених 

задач, оскільки сорбція та дифузія є малими в порівнянні з конвективною 

складовою процесу.  
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В якості методів математичного моделювання і дослідження 

масоперенесення різної природи використовуються аналітичні [7, 11, 38, 58, 63, 

68,  92-94] та наближені методи теорії крайових задач [3, 4, 9, 50, 83, 103, 125, 

132, 183]. Для аналітичного розв‟язання крайових задач, що описуються 

рівняннями в частинних похідних, найчастіше застосовують класичні методи 

(метод характеристик, метод відокремлення змінних (метод Фур‟є), метод 

джерел (функцій Ґріна), метод Рімана, метод потенціалів) та методи 

інтеґральних перетворень. Так в працях [99, 115] в якості методики відшукання 

розв‟язків задачі використовувались поряд із класичними методами 

застосовуються методи інтегральних перетворень Фур‟є, Лапласа, Бесселя, які 

забезпечують високий ступінь адекватності отриманих модельних розв‟язків, 

збіжність розв‟язків до початкових та крайових умов і при цьому надають 

можливість враховувати впливи широкого класу фізичних та технологічних 

чинників.  

Застосування чисельних методів дає практичні алгоритми для побудови 

наближених розв‟язків крайових задач для всієї області зміни аргументів. Для 

розв‟язання крайових задач для рівнянь в частинних похідних ефективно 

застосовуються такі чисельні методи як: методи скінченних різниць (сіток), 

варіаційно-різницеві методи, методи скінченних елементів, статистичні методи. 

Серед цих методів, найбільш широке застосування для побудови розв‟язків 

моделей у вигляді крайових задач для рівнянь в частинних похідних для 

моделей переносу отримав метод скінченних різниць [65, 148-150, 172]. Серед 

варіаційно-різницевих методів, в яких дискретна модель переносу одержується 

з використанням варіаційного формулювання, найбільш використовуваними є 

метод локальних колокацій та метод скінченних елементів.  

Розробці різних методів чисельного та чисельно-аналітичного розв‟язання 

одно- та двовимірних задач масоперенесення (волого-, солеперенесення, 

розповсюдження забруднень у навколишньому середовищі, та суміжніх) 

присвячені роботи І.І. Ляшка, І.В. Сергієнка, В.В. Скопецького,  

М.З. Згуровського [74, 168], В.С. Дейнеки, В.М. Булавацького, Я.Й.Бурака, 

А.П.Власюка та ін.  
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1.2. Асимптотичний метод розв’язання сингулярно збурених 

крайових задач конвективної дифузії в пористому середовищі 

 

Загальновідомо, що при моделюванні процесів фільтрування їх 

компоненти (конвекція, дифузія, масообмін, різні співвідношення між 

параметрами) входять не рівнозначно одні із них переважають над іншими. 

Диференціальні рівняння, що описують такі процеси як правило містять малі 

параметри, а відповідні задачі доцільно розв‟язувати з допомогою методів 

теорії збурень Теоретичні дослідження в області теорії сингулярних збурень 

ведуться досить давно.  

Слід зазначити, що асимптотичні методи, які виявилися ефективним 

інструментом дослідження сингулярно збурених задач, з'явилися задовго до 

середини минулого століття. Одними з творців асимптотичної теорії були 

французькі вчені П.Лаплас і А. Пуанкаре. У працях П. Лапласа, пов'язаних із 

завданнями небесної механіки, асимптотичні методи розроблялися і 

застосовувалися як спосіб наближеного обчислення значень функції в околі її 

особливих точок. А. Пуанкаре заклав основи сучасної асимптотичної теорії, 

ввів у вживання її основні терміни і довів фундаментальні теореми. Істотний 

внесок у розвиток асимптотичних методів вніс російський вчений 

А.М.Ляпунов. Теорія стійкості по суті є теорією асимптотичного дослідження 

систем диференціальних рівнянь. 

Що стосується дослідження сингулярно збурених диференціальних 

рівнянь методами теорії збурень, то початок вони беруть з робіт А.Н.Тихонова 

[159], які присвячені системам нелінійних звичайних диференціальних рівнянь, 

в яких одне з рівнянь має множником при старшій похідній малий параметр. 

Розв‟язок даної системи містить "швидку" і "повільну" компоненти (зараз такі 

системи називаються системами Тихонівського типу). А.Н.Тихонов вивів 

умови, за яких розв‟язок невиродженої задачі прямує до розв‟язку виродженої 

задачі коли малий параметр прямує до нуля. Ці статті мали істотний вплив на 
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даний напрям прикладної математики. Слідом за цими статтями з'явився ряд 

робіт М.І. Вішика і Л.А. Люстерніка [57, 102], в яких був сформульований 

загальний підхід до побудови асимптотичних розвинень розв‟язків лінійних 

рівнянь в частинних похідних з малими параметрами при деяких з старших 

похідних. Цей підхід – ідея асимптотичного розкладу розв‟язку за малим 

параметром – отримав назву методу Вішика-Люстерника. 

У роботах В.Ф. Бутузова [46-48, 188]  розглядаються різні крайові задачі 

для рівнянь в частинних похідних еліптичного, параболічного та гіперболічного 

типу областях з негладкою границею; розроблені методи для наближення 

розв‟язку в околі кутових точок: метод кутових примежових функцій і ідея 

згладжування членів асимптотики. Роботи А. Б. Васильевої  [53, 54]  присвячені 

широкому класу задач, як для звичайних диференціальних рівнянь, так і для 

рівнянь в частинних похідних. Так, нею розроблені методи асимптотичного 

розв‟язання початкових і крайових задач для лінійних і нелінійних сингулярно 

збурених рівнянь та їх систем – метод примежових функцій, досліджені 

питання, пов'язані з періодичними рішеннями і стійкістю рішень. 

А.Б. Васильевою, В.Ф. Бутузовим та їх учнями створена й інтенсивно 

розвивається теорія існування і стійкості контрастних структур для крайових 

задач. 

У роботах В.Ф. Бутузова та А.Б. Васильєвої широкий розвиток і 

застосування отримав так званий метод пограничних функцій та метод 

згладження “негладкостей”. Суть методу покажемо на прикладі задачі [53]: 

 2 2( , ) ( , , ), ( , ) (0, )*(0, ) , 0u v x y u g x y x y a b u 


      . (1.10) 

Тут 0   – малий параметр, ( , )v x y  і ( , , )g x y   – достатньо гладкі функції, 

( , ) 0v x y   в області  .  

Асимптотичний розклад її розв‟язку В.Бутузовим отримано у вигляді: 

,u u П P     

де 
0

( , )i

i

i

u u x y




  – регулярна частина асимптотики, П  – примежові функції, 
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вплив яких суттєвий близько сторін прямокутника, а P  – кутові функції, вплив 

яких суттєвий близько вершин прямокутника. У відповідності до числа сторін 

прямокутника П  – функції складаються із чотирьох доданків: 

* *

0

( ( , ) ( , ) ( , ) ( , )),i

i i i i

i

П П x П y П x П y    




     

де * */ , / , ( ) / , ( ) /y x b y a x              – примежові змінні-розтяги.  

Функції ( , )iП x  , що служать для опису примежового шару в околі 

сторони 0y  , визначаються з допомогою оператора 2 2( ,0), 0v x     і 

граничних умов ( ,0) ( ,0),i iП x u x   ( , ) 0iП x   . Тим самим 
0

( , )i

i

i

П П x 




  

функції ліквідовують нев‟язку, внесену в граничні умови на стороні 0y   

регулярною частиною асимптотики. Для 0 ( , )П x   одержимо вираз: 

 ( ,0)

0 0( , ) ( ,0) v xП x u x e    . (1.11) 

Далі можна послідовно знайти в явному вигляді ( , )iП x   для 1,2,...i   Всі 

ці функції мають експоненціальну оцінку:  ( , ) .iП x e     

Аналогічно, знаходяться функції ( , )iП y , * *( , ) ( , )i iП x i П y  . 

Зазначимо, що примежові функції ( , )iП x  , ліквідовуючи нев‟язку в 

граничній умові на стороні 0y  , в свою чергу вносять додаткові умови на 

сторонах 0x   і x a . Ці нев‟язки суттєві біля кутових точок (0,0) і (а,0), а далі 

з ростом y  вони експоненціально затухають. Аналогічні нев‟язки вносять 

функції ( , )iП y  на сторони 0y   і y b , функції  *( , )iП x  – на сторони 0x   і 

x a , а функції *( , )iП y  на сторони 0y   і y b . 

Для ліквідації цих неузгодженостей і вводяться кутові функції. В 

відповідності з числом вершин прямокутника Р–функції складаються із 

чотирьох доданків: 

 * * * *

0

( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ))i

i i i i

i

P P P P P        




    . (1.12) 
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Зокрема, функції 
0

( , ) ( , )i

i i

i

P P    




  служать для ліквідації 

неузгодженостей, внесених функціями ( , )iП x   в граничну умову на стороні 

0x   і функціями ( , )iП y   в граничну умову на стороні 0y  . Рівняння для 

функцій ( , )iP    отримуються із вихідного рівняння  (1.10) (точніше, із 

однорідного рівняння, що відповідає (1.10)) стандартним способом: переходом 

до змінних / , / ,y x     розкладом коефіцієнта 2( , )v    в ряд по 

степеням   і прирівнюванням коефіцієнтів при однакових степенях   в обох 

частинах рівняння. Отже матимемо такі задачі: 

 
2 2

2

2 2
( , ) ( , ) (0,0) ( , ) ( , ), 0, 0,i i i iP P v P p         

 

 
    

 
 

 (0, ) (0, ), ( ,0) ( ,0),i i i iP П P П        

 ( , ) 0 ( )iP при      , (1.13) 

де ( , )ip    рекурентно виражаються через функції ( , )sP    з номерами s i , 

зокрема 0( , ) 0p    . Розв‟язки задач (1.12) можна послідовно виразити в 

явному вигляді через функцію Гріна. Зокрема, в [53] авторами показано, що 

вони мають наступну експоненціальну оцінку: 

( )( , ) .iP сe        

Аналогічно знаходяться і решта кутових функцій  і мають таку ж оцінку. 

Паралельно розвивалися й інші методи теорії збурень. Зокрема, метод 

регуляризації для сингулярно збурених диференціальних та інтегро-

диференціальних рівнянь, розроблений С.А.Ломовим [100], перетворився в 

самостійний напрям теорії сингулярних збурень і отримав свій розвиток в 

дослідженнях його учнів, відомий як метод «зрощування». 

Роботи В.Г.Сушко [157, 158]  присвячені вивченню лінійних і нелінійних 

рівнянь в частинних похідних параболічного, еліптичного та змішаного типу з 

внутрішніми перехідними шарами, що виникають через негладкість розв‟язку 

виродженої задачі або в результаті нелінійності рівняння. 
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Серед методів обґрунтування справедливості побудованих 

асимптотичних розв‟язків можна назвати метод апріорних оцінок, принцип 

максимуму, метод послідовних наближень, метод інтегральних нерівностей, 

метод бар'єрних функцій. Останній з названих методів, великий внесок у 

розробку якого внесли С. Н. Бернштейн, С. А.Чаплигін, М. Нагумо, є не тільки 

способом обгрунтування асимптотичних розвинень, а й у ряді випадків 

застосовується для доведення існування точного розв'язку крайових задач. 

Також розвитком і використанням асимптотичних методів займалися 

В. Вазов [51], М. Ван-Дайк [52], П. Файф, Р.О' Маллі, К. Чанг, Ф. Хауес, 

Н. Н. Мойсеєв, Н. Левінсон, С. Каменомостська, Є. Жидков, Д. Аронсон, 

О. Ладиженська, Б. Панайоті, В. П. Маслов [112], В. О. Митропольский, 

Н. Н. Боголюбов [12], С. Ф. Фещенко [163], І. М. Федоткін [162], А. М. Айзен, 

В. Г. Сушко [158, 159], А. Найфе [119],  В. С. Берман [10], О. М. Буличова [42-

44], Е. Т. Копсон, В. А. Треногин [160, 161], В. В. Городецький, А. Я. Бомба та 

багато інших [77, 79, 81, 90, 120, 173, 175, 176, 183, 184, 201, 210-212]. 

Використовуючи ідеї переходу до координат області комплексного 

потенціалу у рівнянні конвективної дифузії та відповідних крайових і 

початкових умовах,  А. Я. Бомба, А. П. Власюк та їх учні розв‟язали ряд 

нелінійних сингулярно-збурених крайових задач масоперенесення при 

фільтрації в неоднорідних анізотропних пористих середовищах. В роботах [27, 

84, 86] цю методику С.С. Каштаном,  Д.О. Пригорницьким та І.М. Присяж-

нюком  поширено на випадки багатозв‟язних областей, а в [18, 86, 155, 156], за 

допомогою поєднання методу квазіконформних відображень та 

асимптотичного методу, Ю.Є. Климюком знайдено наближення розв‟язків 

сингулярно збурених задач конвективної дифузії для просторових 

криволінійних областей. 

Ці ж підходи також використано, модифіковано та розвинуто 

С.В. Барановським [27] при побудові асимптотичних наближень розв‟язків 

нелінійних сингулярно збурених задач для рівнянь конвективної дифузії в 

областях з вільними межами, які виникають при математичному моделюванні 
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та дослідженні процесів розмиву дна русел.  

В даний час асимптотичну теорію сингулярно збурених диференціальних 

рівнянь ще не можна вважати остаточно сформованою. Багато питань, що 

виникають при вивченні конкретних прикладних задач, все ще залишаються 

відкритими. Асимптотичні методи дослідження сингулярно збурених 

диференціальних рівнянь продовжують розвиватися, незважаючи на 

інтенсивний розвиток чисельних методів. Справа в тому, що сингулярно 

збурені задачі при чисельному моделюванні, як правило, призводять до систем 

лінійних рівнянь з погано обумовленою матрицею. Тому при розв‟язанні 

різницевого аналога сингулярно збуреної задачі відіграє помітну роль похибка 

машинного округлення чисел, яка може зробити точність наближеного 

розв‟язку  неприйнятною. Крім цього, при використанні класичних різницевих 

схем для розв‟язання рівнянь з малим параметром при старшій похідній 

виявляється, що ці схеми дають достатню точність, якщо крок сітки значно 

менше величини малого параметра, тому для стійкості різницевої схеми 

потрібно дуже невеликий крок сітки, що призводить до величезних витрат 

машинних ресурсів. 

Для моделювання жорстких задач, розв‟язки яких одночасно мають 

області як швидкої, так і повільної зміни, потрібні спеціальні числові 

алгоритми, які враховують апріорну інформацію про структуру розв‟язку. 

Асимптотичний аналіз розв‟язку  може служити основою для розробки стійких 

і ефективних чисельних алгоритмів на нерівномірних сітках, застосовних до 

жорстких задач. 

Один з прикладів проблем, пов‟язаних із застосуванням класичних 

числових методів до розв‟язання  сингулярно збурених задач, наведений у 

статті А. М. Ільїна [78], там же запропонований спосіб створення спеціальних 

обчислювальних методів, заснованих на асимптотичному поданні розв‟язку 

задачі. Таким чином, чисельні та асимптотичні методи не виключають, а 

взаємно доповнюють один одного. 
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Асимптотичні та чисельно-асимптотичні методи, з урахуванням 

можливостей сучасних інформаційних технологій, є достатньо гнучкими для 

багатократних рекурентних обчислень та побудов явно визначених просторово-

часових розподілів фізичних параметрів та їх градієнтів. Вони є ефективними 

також при розв‟язуванні зворотних задач по визначенню чи уточненню 

внутрішніх кінетичних параметрів систем (коефіцієнтів дифузії, констант 

адсорбції, коефіцієнтів консолідації тощо). Такі методи не потребують 

кардинального перероблення та модифікації програмних продуктів при зміні 

конструктивних параметрів робочих областей чи режимних характеристик 

систем. 

 

1.3. Висновки до першого розділу та загальна постановка 

задач дослідження 

 

Проведений аналіз результатів досліджень свідчить про те, що практика 

сьогодні, як ніколи, вимагає побудови все більш повних, точних і адекватних 

моделей, що описують сингуляно збурені процеси багатокомпонентного 

тепломасоперенесення в пористих та мікропористих середовищах, а також 

розвитку методів їх розв‟язання та дослідження, що дозволить враховувати 

взаємовплив характеристик досліджуваного процесу.  

Асимптотичний метод розв‟язування типових крайових модельних задач 

для сингулярно збурених параболічних та еліптичних рівнянь на даний час 

ефективно використовується для дослідження процесів конвективної дифузії 

при фільтрації в одно- та багатозв‟язних, плоских і просторових криволінійних 

областях, за умови превалювання певних складових процесу над іншими і 

виникає природне запитання стосовно можливості його розвитку для 

розв‟язання систем сингулярно збурених рівнянь з локально-іншорідними 

особливостями, що забезпечить можливість прогнозування аналогічних 

процесів масоперенесення в мікропористих середовищах. 

Таким чином, визначені наступні задачі дослідження: вдосконалити 
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математичні моделі сингулярно збурених процесів конвективно-дифузійного 

тепломасоперенесення за умов масообміну в пористих середовищах; розробити 

підхід до моделювання процесів очищення технологічних потоків з 

використанням мікропористих сорбентів у випадках превалювання одних 

складових процесу над іншими та розвинути методи асимптотичного 

наближення розв‟язків відповідних сингулярно збурених задач в однорідних та 

шаруватих областях; розробити алгоритми розв‟язування відповідних крайових 

задач для плоских та просторових криволінійних областей, на основі чого 

провести числові розрахунки та здійснити аналіз отриманих результатів; 

узагальнити розроблені математичні моделі і методи на випадок моделювання 

процесу тепломасоперенесення багатокомпонентних забруднень в 

мікропористих середовищах. 

Модельна задача сингулярно збуреного процесу конвективно-

дифузійного тепломасоперенесення в біпористих середовищах з урахуванням 

масообміну та зворотнього впливу характеристик процесу (температури, що 

зростає в результаті екзотермічної хімічної реакції між забруднюючими 

речовинами) на характеристики середовища (коефіцієнти дифузії, масообміну) 

описується системою диференціальних рівнянь: 

    1

1

( )
m

j

js s T j

s

C
div D T grad C div D grad T v grad C

t





      


  

  *

1 *( ,..., , ) ( )j j j j r
r R

f C C T D T U



  , (1.14)  

 2 * *

2 12
1

1
( ) ( ,..., , ),

m
j s

js j j

s

U U
r D T f U U T

t r r r




   
  

   
  (1.15)  

   **

1( ,..., , )T j j

T
div D grad T v grad T f C C T

t


    


, (1.16)  

 , 0v grad div v    , (1.17) 

де   і v  – відповідно потенціал і вектор швидкості фільтрації, 

( , , , , )jx y z C T   – коефіцієнт (тензор) фільтрації, jC  і jU  – відповідно масові 
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концентрації j -ї компоненти речовини у фільтраційному розчині і в 

мікрочастинках (на сферах з центром в точці ( , , )x y z  радіуса r , 0 r R  )  в 

момент часу t , ( )jsD T  та * ( )jsD T  – коефіцієнти (тензори) конвективної дифузії 

j -ї компоненти речовини за умови присутності s -ї компоненти у 

фільтраційному потоці та в мікропористих частинках відповідно ( 1,j m , 

1,k m ), TD  – коефіцієнт термодифузії, 1  2   – пористість відповідно 

середовища та мікрочастинок,  1,... ,j jf С С T  і  *

1, ..., ,j jf U U T  – неперервні 

обмежені функції, які характеризують швидкість протікання масообмінних 

процесів між j -ю і s -ю компонентами речовини відповідно у фільтраційному 

розчині і в мікрочастинках ( 1,j m , 1,s m ),  ** , ,js j sf С C T  – неперервні 

обмежені функції, які характеризують швидкість теплоутворення в результаті 

масообміну, *

* ( )jD T  – неперервні обмежені функції, які характеризують 

швидкість протікання сорбційних процесів j -ї компоненти речовини 

(швидкість переходу концентрації з міжчастинкового простору у 

внутрішньочастинковий). 

Система (1.14)–(1.17) доповнюється початковим та граничними умовами. 

Зокрема, на поверхні мікропористої частинки задається умова адсорбційної 

рівноваги:    , , , , ( ) , , ,j j jr R
U x y z r t k T C x y z t


 , що пов‟язує концентрації у 

внутрішньочастинковому просторі та міжчастинковому. 
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РОЗДІЛ 2 

 МОДЕЛЬНІ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНІ ЗАДАЧІ КОНВЕКТИВНО- 

ДИФУЗІЙНОГО ТЕПЛОМАСОПЕРЕНЕСЕННЯ В ПОРИСТИХ 

СЕРЕДОВИЩАХ 

 

При дослідженні процесів розповсюдження багатокомпонентних 

забруднень у водонасичених пористих середовищах за допомогою 

математичного моделювання та проведення комп‟ютерних експериментів 

виникає чимало труднощів, пов'язаних із врахуванням усіх видів взаємодій між 

компонентами забруднюючої речовини.  

У цьому розділі поширено методику дослідження сингулярно збурених 

процесів однокомпонентної конвективної дифузії в пористих середовищах на 

випадок врахування тепло- та масообміну, породженого хімічною реакцією між 

компонентами дифундуючої речовини в одно- і двозв‟язних плоских і 

просторових областях, обмежених лініями течії та еквіпотенціальними лініями 

[18, 27].  

 

2.1. Математичне моделювання сингулярно збуреного процесу 

багатокомпонентного конвективно-дифузійного масопере-

несення розчинних речовин у пористому середовищі  

 

Для кількісного опису масоперенесення в пористих середовищах 

записуємо наступні співвідношення: 

а) рівняння переносу і дифузії рідини уздовж осей координат  

, ,x x x y y y z z z

C C C
u v C D u v C D u v C D

x y z

  
     

  
, 

де , ,x y zv C v C v C  – складові конвективного, а , ,x y z

C C C
D D D

x y z

  
  

  
 –  

дифузійного перенесення; 

б) рівняння балансу маси речовини 
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yx z
uu u C

g
x y z t


  

    
   

. 

Тут , ,x y zv v v  – компоненти швидкості фільтрації, (м/добу); , ,x y zD D D  – 

коефіцієнти гідродинамічної дисперсії (конвективної дифузії), (м
2
/добу); 

, ,x y zu u u  – компоненти масової швидкості розчиненої речовини (кг/(м
2
 добу)); 

C  – масова концентрація речовини в рідкій фазі, (кг/м
3
); g  – інтенсивність 

внутрішніх джерел речовини (кг/(м
2
добу)) у виділеному об‟ємі. Записані 

рівняння  слід розглядати разом з рівнянням фільтрації. 

* ( )
g

x x y y z z t

   
  

          
       

          
, 

де ( , , , )x y z C   – коефіцієнт фільтрації,   – напір, *g  – інтенсивність джерел 

надходження розчинної речовини до області фільтрації,   – пористість. 

Підставляючи перше рівняння у друге, отримаємо рівняння конвективної 

дифузії  

x y z

C C C C
D D D vgrad C g

x x y y z z t


          
        

          
. 

Як зазначалось, швидкість елементарної реакції при постійній 

температурі пропорційна добутку концентрацій реагуючих речовин в степені, 

що показує кількість моль речовини, що вступають у реакцію. Відповідно 

функція  джерела матиме вигляд:  

1 2

1 2 ... m

mg k C C C
 

     , 

де k – константа швидкості хімічної реакції, i  – стехіометричні коефіцієнти. 

Розглядається сингулярно збурений процес конвективно-дифузійного 

масоперенесення чотирьох розчинних речовин при фільтрації в області  

(0, )zG G   , де zG  ( z x iy  ) – двозв‟язна криволінійна область (пористий 

пласт), обмежена двома замкненими гладкими контурами  * *:  ( , ) 0L z f x y   

– внутрішній та * *{ : ( , ) 0}L z f x y   – зовнішній (рис. 2.1,а). Три речовини 

( , , )С U H  вступають у хімічну реакцію типу aC bU cH d N    , в результаті 
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чого утворюється четверта розчинна речовина N .  

Відповідна модельна задача типу „конвекція-дифузія-масообмін” [139] 

матиме вигляд: 

 1 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )xx yy x x y yD C x y t C x y t v x y C x y t v x y C x y t     

 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk a C x y t U x y t H x y t C x y t      , (2.1) 

 2 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )xx yy x x y yD U x y t U x y t v x y U x y t v x y U x y t     

 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk b C x y t U x y t H x y t U x y t      , (2.2) 

 3 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )xx yy x x y yD H x y t H x y t v x y H x y t v x y H x y t     

 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk c C x y t U x y t H x y t H x y t      , (2.3) 

  4 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )xx yy x x y yD N x y t N x y t v x y N x y t v x y N x y t     

 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk d C x y t U x y t H x y t N x y t      , (2.4) 

  
*

,LС С M t ,  *

* ,
L

С С M t ,  0

0( ,0)С M С M , 

   
*

,LU U M t ,  *

* ,
L

U U M t ,  0

0( ,0)U M U M ,  

  
*

,LH H M t ,  *

* ,
L

H H M t ,  0

0( ,0)H M H M ,  

  
*

,LN N M t ,  *

* ,
L

N N M t ,  0

0( ,0)N M N M ,  (2.5) 

 ( , ) ( , )x yv v grad x y , 0  , 
*L  , *L

  , (2.6) 

де ( , , )C x y t , ( , , )U x y t , ( , , )H x y t , ( , , )N x y t  – відповідно концентрації чотирьох 

сортів розчинних речовин фільтраційної течії в точці ( , )x y  в момент часу t ,  

, ,x yv v  – відповідно потенціал та компоненти його швидкості (швидкості 

фільтрації в пористому середовищі zG ), M – біжуча точка відповідної кривої, 

i iD d    ( 1,4i  , id  – задані додатні дійсні числа) – коефіцієнти дифузії i -го 

сорту розчинної речовини, *k k   , де *k – константа швидкості хімічної 

реакції,   ( 0  ) – малий параметр (характеризує переваги одних складових 

процесу над іншими). Розглядається випадок, коли швидкість хімічної реакції 

співрозмірна зі швидкістю дифузійного перенесення розчинних речовин, яка 
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значно менша за швидкість конвективного перенесення 

( 2 2

*( , ) ( , )x yv x y v x y v    ). 

Функції  ,С M t ,  * ,С M t ,  0

0С M ,  ,U M t ,  * ,U M t ,  0

0U M , 

 ,H M t ,  * ,H M t ,  0

0H M ,  ,N M t ,  * ,N M t ,  0

0N M  – задані достатньо 

гладкі, сильно узгодженні (настільки, щоб можна було будувати нижче вказані 

асимптотичні розвинення розв‟язку із заданою точністю) між собою на ребрах 

області G функції. 

Розв‟язавши задачу (2.6) шляхом конформного відображення *

z wG G  

(або *

w zG G ), де  i :wG w     *

* ;     0 Q  – відповідна zG  

область комплексного потенціалу; ( , )x y   – функція течії (комплексно 

спряжена до ( , )x y  ) є розв‟язаною, зокрема, знайдено поле швидкості 

 ( , ), ( , )x yv x y v x y .  

 

                           а)                                            б) 

Рис.2.1. Фільтраційний фон (а) та поле швидкостей над відповідною їй 

областю комплексного потенціалу wG  (б) 

 

Параметр y x

AB

Q v dx v dy    (потік через довільний поперечний переріз 

wG ) знаходиться в процесі розв‟язку даної задачі (див., напр., [84]). Здійснивши 

заміну змінних  ,x x   ,  ,y y    у рівняннях (2.1)–(2.4) та умовах (2.5), 

приходимо до відповідної задачі для області wG  (рис.2.1,б): 
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  2 2

1 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )Dv C t C t v C t                

 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk a C t U x y t H t C t           , (2.7) 

  2 2

2 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )D v U t U t v U t                

 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk b C t U t H t U t             , (2.8) 

  2 2

3 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )D v H t H t v H t                

 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk c C t U t H t H t             , (2.9) 

  2 2

4 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )D v N t N t v N t                

 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk d C t U t H t N t             , (2.10) 

 
*

( , )С С t    , *

*( , )С С t
 




 , 0

00
( , )

t
С С  


 , 

  
*

( , )U U t    , 
*

*( , )U U t
 




 , 0

00
( , )

t
U U  


 ,  

 
*

( , )H H t    , *

*( , )H H t
 




 , 0

00
( , )

t
H H  


 ,  

 
*

( , )N N t    , *

*( , )N N t
 




 , 0

00
( , )

t
N N  


 ,  (2.11) 

де  , , ( ( , ), ( , ), )C t C x y t      ,  , , ( ( , ), ( , ), )U t U x y t      , 

 , , ( ( , ), ( , ), )H t H x y t      ,  , , ( ( , ), ( , ), )N t N x y t       інші функції 

( * 0 * 0 * 0 * 0

* 0 * 0 * 0 * 0, , , , , , , , , , ,C C C U U U H H H N N N ) – інтерпретуються аналогічно. 

Розв‟язок ( , , , )C U H N  задачі (2.7)–(2.11) у випадку тримолекулярної 

реакції типу C U H N    ( 1)a b c d     з точністю 2( )O   шукаємо у 

вигляді таких асимптотичних рядів: 

         
2

2
1 1

0 1

0

, , , , , , , , , , ,i

i

i

C t C t C t П t R t            


    ,  (2.12) 

         
2

1 2

0 1 2

0

, , , , , , , , , , ,i

i

i

U t U t U t P t R t            


    ,  (2.13) 

         
2

1 3

0 1 2

0

, , , , , , , , , , ,i

i

i

H t H t H t T t R t            


    ,  (2.14) 
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         
2

1 4

0 1 2

0

, , , , , , , , , , ,i

i

i

N t N t N t Г t R t            


    ,  (2.15) 

де  , ,iС t  ,  , ,iU t  ,  , ,iH t  ,  , ,iN t   ( 0,1i  ) – члени відповідних 

регулярних частин асимптотики, зокрема: 0C , 0U , 0H , 0N  – розв‟язок 

відповідної виродженої задачі (конвективного переносу); 1C , 1U , 1H , 1N  – 

відповідні поправки, що враховують вплив дифузії всюди в даній області (за 

виключенням деякої її приграничної зони);  , ,iП t  ,  , ,iP t  ,  , ,iT t  , 

 , ,iГ t   ( 0,2i  ) – функції типу примежового шару в околі    (відповідні 

поправки на виході фільтраційного потоку із області zG ); 1( )        – 

відповідне регуляризуюче перетворення (змінна розтягу); 1

2R , 2

2R , 3

2R , 4

2R  – 

залишкові члени. 

Аналогічно до 27, 53, 136, після підстановки (2.12)–(2.15) в (2.7)–(2.11) 

та застосування процедури прирівнювання коефіцієнтів при однакових 

степенях  , для знаходження функцій iC , iU , iH , iN  ( 0,1i  ) приходимо до 

таких задач: 

 

2 1

1 1

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i it i

i i i i

v C t C t g t

C h C t b t

       

      

   


 

 (2.16) 

 

2 2

2 2

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i it i

i i i i

v U t U t g t

U h U t b t

       

      

   


 

 (2.17) 

 

2 3

3 3

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i it i

i i i i

v H t H t g t

H h H t b t

       

      

   


 

 (2.18) 

 

2 4

4 4

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i it i

i i i i

v N t N t g t

N h N t b t

       

      

   


 

 (2.19) 

0 ( , , ) 0jg t   , 1 ( , ) 0jh    , 1 ( , ) 0jb t  , 1,4j  , 1 0

0 0( , ) ( , )h C    , 

2 0

0 0( , ) ( , )h U    , 3 0

0 0( , ) ( , )h H    , 4 0

0 0( , ) ( , )h N    , 1

0( , ) ( , )b t C t  , 

2

0 ( , ) ( , )b t U t  , 3

0 ( , ) ( , )b t H t  , 4

0 ( , ) ( , )b t N t  , 1 2

1 1( , , ) ( , )g t d v      
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  *

0 0 0 0 0C C k C U H    ,  2 2 *

1 2 0 0 0 0 0( , , ) ( , )g t d v U U k C U H       , 

 3 2 *

1 3 0 0 0 0 0( , , ) ( , )g t d v H H k C U H       , 4 2

1 4 0 0( , , ) ( , )g t d v N N        

*

0 0 0k C U H . 

У результаті їх розв‟язання маємо: 

*

0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

C t f t f
C t

C f f t t t f

    
 

     

 
 

 
 

*

0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

U t f t f
U t

U f f t t t f

    
 

     

 
 

 
 

*

0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

H t f t f
H t

H f f t t t f

    
 

     

 
 

 

*

0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

N t f t f
N t

N f f t t t f

    
 

     

 
 

 
 

*

2 1

1

1

1 1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) , ( , ),

( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

t

v g f t f d t f

C t

g f t f t t dt t f





          

 

     






   


 
   






 

*

2 2

1

1

2 1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) , ( , ),

( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

t

v g f t f d t f

U t

g f t f t t dt t f





          

 

     






   


 
   






 

*

2 3

1

1

3 1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) , ( , ),

( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

t

v g f t f d t f

H t

g f t f t t dt t f





          

 

     






   


 
   






*

2 4

1

1

4 1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) , ( , ),

( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

t

v g f t f d t f

N t

g f t f t t dt t f





          

 

     






   


 
   





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де    
*

2, ,f v d



       – час проходження виділеної частинки вздовж лінії 

течії    від еквіпотенціальної лінії    до еквіпотенціальної лінії   ; 

1f   – функція, обернена до функції f  стосовно змінної   (зазначимо, що така 

функція існує, оскільки підінтегральна функція 2v  – неперервно 

диференційована, обмежена, додатньо визначена). 

Функції 
2

0

i

i

i

П П 


 , 
2

0

i

i

i

P P 


 , 
2

0

i

i

i

Т Т 


 , 
2

0

i

i

i

Г Г 


  призначені для 

усунення неузгодженостей, внесених побудованими регулярними частинами 

відповідно 
1

0

i

i

i

С С 


 , 
1

0

i

i

i

U U 


 , 
1

0

i

i

i

H H 


 , 
1

0

i

i

i

N N 


  в околі ділянки 

   (виходу фільтраційної течії). Таким чином повинні виконуватись умови: 

   2C П C O
 







   ,    2U P U O

 







   ,    2H Т H O

 







   , 

   2N Г N O
 







   . Ці функції знаходимо в результаті розв‟язку 

наступних задач: 

2 * 2 * 1

1 ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i id v П t v П t t              , 

 2 * 2 * 2

2 ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i id v P t v P t t              , 

 2 * 2 * 3

3 ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i id v T t v T t t              , 

 2 * 2 * 4

4 ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i id v Г t v Г t t              , 

0, 0, 0, 0 ,i i i iП P T Г при          10, , ,i iП t q t  , 

   20, , ,i iP t q t  ,    30, , ,i iТ t q t  ,    40, , ,i iГ t q t  , 0,2i  , 

де    1 *

0 0( , ) , , ,q t C t C t     ,    2 *

0 0( , ) , , ,q t U t U t     ,   3

0 ( , )q t   

   *

0, , ,H t H t    ,    4 *

0 0( , ) , , ,q t N t N t     ,   1 *

1 1( , ) , ,q t C t    , 

 2 *

1 1( , ) , ,q t U t    ,  3 *

1 1( , ) , ,q t H t    ,   4 *

1 1( , ) , ,q t N t    , 1

2( , ) 0q t  , 

2

2 ( , ) 0q t  , 3

2 ( , ) 0q t  , 4

2 ( , ) 0q t  ,  1 2 3

0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )t t t            

4

0 ( , , ) 0t    , 1

1 0( , , ) ( , , )tt П t     , 2

1 0( , , ) ( , , )tt P t     , 3

1 0( , , ) ( , , )tt T t     , 
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4

1 0( , , ) ( , , )tt Г t     ,  1 1 * *

2 1 0( , , ) ( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , )t tt П t v v П t               

2 *

1 0( , ) ( , , ) ( , , )d v П t t        , 2 1 * *

2 1( , , ) ( , , ) 2 ( , ) ( , )tt Р t v v             

2 *

0 1 0( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )tР t d v Р t t           , 3 2 *

2 1 1( , , ) ( , , ) ( , )tt Т t d v          

1 * *

0 0( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , ) ( , , )tТ t v v Т t t               , 4

2 1( , , ) ( , , )tt Г t       

1 * * 2 *

0 1 0( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )tt v v Г t d v Г t                 , ( , , )t     

         * * * * *

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , , , , ,C t U t T Н t Р П П U t T C t Р T                 

   * *

0 0 0 0 0 0, , , ,П Т Р U t Н t П     . 

Розв‟язавши їх, отримаємо: 

       1*

0 0, , , , ,
d

П t С t С t e



    



   , 

       2*

0 0, , , , ,
d

P t U t U t e



    



   , 

       3*

0 0, , , , ,
d

T t H t H t e



    



   , 

       4*

0 0, , , , ,
d

Г t N t N t e



    



    

   
 

1* 0

1 1 2 *

, ,
, , , ,

( , )

d tП t
П t C t e

v


  

   
 



    , 

   
 

2* 0

1 1 2 *

, ,
, , , ,

( , )

d tP t
P t U t e

v


  

   
 



    , 

   
 

3* 0

1 1 2 *

, ,
, , , ,

( , )

d tT t
T t H t e

v


  

   
 



    , 

   
 

4* 0

1 1 2 *

, ,
, , , ,

( , )

d tГ t
Г t N t e

v


  

   
 



    , 

  1

2 * 3
1 21 1

2 0 0 1 0 13 * 4 * 2 *

2 ( , )
, ,

( , ) ( , ) ( , )

d

t tt t

d v t d d
П t П П d П C e

v t v t v t








     

  




    

1

2 *
( , , )

( , )

d
t

v t


  


 , 
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  2

2 * 3
2 22 2

2 0 0 2 0 13 * 4 * 2 *

2 ( , )
, ,

( , ) ( , ) ( , )

d

t tt t

d v t d d
Р t Р Р d Р U e

v t v t v t








     

  




      

2

2 *
( , , )

( , )

d
t

v t


  


 , 

  3

2 * 3
3 23 3

2 0 0 3 0 13 * 4 * 2 *

2 ( , )
, ,

( , ) ( , ) ( , )

d

t tt t

d v t d d
T t T T d T H e

v t v t v t








     

  




      

3

2 *
( , , )

( , )

d
t

v t


  


 , 

  4

2 * 3
4 24 4

2 0 0 4 0 13 * 4 * 2 *

2 ( , )
, ,

( , ) ( , ) ( , )

d

t tt t

d v t d d
Г t Г Г d Г N e

v t v t v t








     

  




      

4

2 *
( , , )

( , )

d
t

v t


  


 , 

де * * * *

0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )t C t U t T t C t H t P t                  

* *

0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )U t H t П t      . 

Для оцінки залишкових членів маємо задачу 

  
2 2 2

2 2( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )i i i

id v R t R t v R t
  

              

 
2

3
* 2

2

1

( , , ) ( , , ) ( , , , )
t

m i

i

m

k R t R t b t        


      , 

 *

2 * 2 2( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0i i iR t R t R            ( 1,3)i , 

  
2 2 2

2 4 4 2 4

4 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )d v R t R t v R t
  

              

 
2

3
* 4 2

2 4

1

( , , ) ( , , ) ( , , , )
t

m

m

k R t R t b t        


      , 

 4 4 * 4

2 * 2 2( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0R t R t R           . 

Тут ( , , , )ib t   – відомі функції, які є сумою добутків членів ряду (2.12)–(2.15), 

їх частинних похідних, а також коефіцієнти при   розкладу функції 

2( , )v      в ряд Тейлора в околі   . 

Аналогічно до [27, 53], вимагаючи достатньої гладкості коефіцієнтів 

системи рівнянь (2.1)–(2.4) та початкової і граничних умов (існування 

неперервних частинних похідних до четвертого порядку включно), а також 
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узгодженості останніх вздовж ребер * 0L  , * 0L   області [0, ]zG G T  , де 

[0, ]T  – фіксований проміжок часу, на основі принципу максимуму приходимо 

до справедливості такого твердження: 2

2( , , , ) ( )iR t O     ( 1,4i  , ( , , )t G   ). 

Для знаходження розподілу концентрацій розчинних речовин в області  zG  

необхідно здійснити перехід до змінних , ,( , ),   ( , )x x y y            , в 

результаті чого отримаємо значення концентрацій у вузлах сітки. Після цього 

необхідно провести інтерполяцію отриманих масивів. 

 

2.2. Асимптотичний метод розв’язання модельних сингулярно 

збурених задач типу «конвекція-дифузія-тепломасообмін» у 

пористих середовищах 

 

2.2.1.  Побудова асимптотичних наближень розв’язків 

сингулярно збурених крайових задач типу 

«конвекція-дифузія-тепломасообмін» в двозв’язних 

криволінійних областях 

 

Розглядається процес конвективно-дифузійного масоперенесення трьох 

розчинних речовин при фільтрації в області (0, )zG G    (рис. 2.1,а). В 

процесі масоперенесення  дві речовини 1 2( , )С С  вступають у хімічну реакцію 

типу 1 2 3

1 2 3a С a С a С    [138, 139], в результаті чого утворюється третя 

розчинна речовина 3C  та виділяється певна кількість теплової енергії. 

Відповідна модельна задача типу „конвекція-дифузія-тепломасообмін” 

матиме вигляд: 

( ( ) ( , , )) ( ( ) ( , , )) ( , ) ( , , )i i i

i x i y x xD T C x y t D T C x y t v x y C x y t
x y

 
  

 
 

 1 21 2( , ) ( , , ) ( ) ( ( , , )) ( ( , , )) ( , , )
a ai i

y y i tv x y C x y t k T a C x y t C x y t C x y t     ,  (2.20) 

  4 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )xx yy x x y yD T x y t T x y t v x y T x y t v x y T x y t      

 * ** 1 2( ( , , ), ( , , )) ( , , )tk f C x y t C x y t T x y t   , (2.21) 
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  
*

,i i

LС С M t ,  *

* ,i

L
С С M t ,  0

0( , ,0) ,i iС x y С x y ,  

  
*

,LT T M t ,  *

* ,
L

T T M t ,  0

0( , ,0) ,T x y T x y , (2.22) 

 ( , ) ( , )x yv v grad x y , 0  , 
*L  , *L

  , (2.23) 

де ( , , )iC x y t  ( 1,3i  ) – відповідно концентрації трьох сортів розчинних речовин 

фільтраційної течії в точці ( , )x y  в момент часу t , ( , , )T x y t  – температура 

середовища, ( ) ( )i iD T d T    – коефіцієнти дифузії ( ( )id T  – задані дійсні 

функції), 4 4D d    – коефіцієнт температуропровідності, j ja a    ( 1,2j  ), 

3 3a a    , ( )k T  – функція швидкості хімічної реакції, *k k   , k – константа 

швидкості теплоутворення внаслідок хімічної реакції,   ,iС M t ,  * ,iС M t , 

 0

0 ,iС x y ,  ,T M t ,  * ,T M t ,  0

0 ,T x y  – задані достатньо гладкі, сильно 

узгодженні (настільки, щоб можна було будувати нижче вказані асимптотичні 

розвинення розв‟язку із заданою точністю) між собою на ребрах області G  

функції.  

Як і в п. 2.1 переходимо до відповідної задачі для області комплексного 

потенціалу wG  : 

  2 2( ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , )( ( ) ( , , )i i i

i iD T v C t C t v D T C t                

 2( ) ( , , )) ( , ) ( , , )i i

iD T C t v C t            

 1 21 2( ) ( ( , , )) ( ( , , )) ( , , ),
a a i

i tk T a C t C t C t          (2.24) 

  2 2

4 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )D v T t T t v T t                

 1 2* 1 2( ( , , )) ( ( , , )) ( , , )
a a

tk C t C t T t        , (2.25) 

 
*

( , )i iС С t    , *

*( , )i iС С t
 




 , 
0

0
0

( , ),i i

t
С С  


  

 
*

( , )T T t    , *

*( , )T T t
 




 , 0

00
( , )

t
T T  


 , (2.26) 

де  , , ( ( , ), ( , ), )i iC t C x y t      ,  , , ( ( , ), ( , ), )T t T x y t       та інші 

функції ( * 0

* 0, ,i i iC C C , * 0

* 0, ,T T T ) інтерпретуються аналогічно. 

Розв‟язок 1 2 3( , , , ),C C C T  задачі (2.24)–(2.26) у випадку 1 ( 1,3)ia i   з 
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точністю 2( )O   шукаємо у вигляді таких асимптотичних рядів: 

       
2

1

0 1 2

0

, , , , , , , , ,i i i j i i

j

j

C t C t C t П t R         


      (2.27) 

       
2

1 4

0 1 2

0

, , , , , , , ,j

j

j

Т t Т t Т t Е t R         


    , (2.28) 

де  2 , , , , 1,4lR t l    , – залишкові члени;  , ,i

jС t  ,  , ,jТ t   ( 0,1j  ) – 

члени відповідних регулярних частин асимптотики, зокрема: 0

iC , 0Т  – розв‟язки 

відповідних вироджених задач (конвективного переносу); 1

iC , 1Т  – відповідні 

поправки, що враховують вплив дифузії всюди в даній області (за виключенням 

деякої її приграничної зони);  , ,i

jП t  ,  , ,jЕ t   ( 0,2j  ) – функції типу 

примежового шару в околі   ; 1( )        – відповідне регуляризуюче 

перетворення. При цьому вимагатимемо, щоб функції ( )id T та ( )k T дозволяла 

розклад в ряд за степенями   у вигляді: 

 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( , ) ( , , ) ( , , , )i i i i

id T I T I T T J T T E J T T E E       

 2 4

2 0 1 0 1 2 0 1 0 1 2 2( , , , , ) ( , , , , , , )i iJ T T E E E S T T E E E R   , (2.29) 

 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( , ) ( , , ) ( , , , )k T G T G T T M T T E M T T E E       

 2 4

2 0 1 0 1 2 0 1 0 1 2 2( , , , , ) ( , , , , , , )M T T E E E F T T E E E R   , (2.30) 

де 0 1 0 1( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) ( 0,2)i i i i

j jI I J S G G M F j          – неперервні функції 

своїх аргументів. 

Функції i

jC , jТ  ( 1,3i  , 0,1j  ) знаходимо із  таких задач: 

 

2( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),  

i i i

j jt j

i i i i

j j j j

v C t C t g t

C h C t b t

       

      

  


 

 

 

2 4

4 4

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

j jt j

j j j j

v Т t T t g t

T h T t b t

       

      

  


 

 

де 0( , , ) 0ig t   , 1 ( , ) 0ih    , 1 ( , ) 0ib t  , 1,4i  , 0

0 0( , ) ( , )i ih C    , 

4 0

0 0( , ) ( , )h T    , 0( , ) ( , )i ib t C t  , 4

0 ( , ) ( , )b t T t  , 1 0 0( , , ) ( )i ig t I T     
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 2 1 2 2

0 0 0 0 0 0( , ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ) ( , )i i

iv C t C t G T C t C t v                   

0 0 0 0 0 0( ( ) ( , , ) ( ) ( , , ))i i i iI T C t I T C t        , 1 2 1   , 3 1   ,  4

1 ( , , )g t    

 2 * ** 1 2

4 0 0 0 0( , ) ( , , ) ( , , ) ( ( , , , ( , , ))d v T t T t k f C t C t             . 

Розв‟язками даних задач є функції: 

 
*

0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ), 1,3;

i

i

i

C t f t f
C t

C f f t t t f i

    
 

     

  
 

  

 

 
*

0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

T t f t f
T t

T f f t t t f

    
 

     

 
 

 
 

 *

2

1

1

1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) , ( , ),

( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

i

i

t

i

v g f t f d t f

C t

g f t f t t dt t f





          

 

     






  


 
   






 

 *

2 4

1

1

4 1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) , ( , ),

( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ).

t

v g f t f d t f

T t

g f t f t t dt t f





          

 

     






  


 
   






 

Функції 
2

0

i j

j

j

П П 


 ( 1,3i  ), 
2

0

j

j

j

Е Е 


 , на відміну від розглянутих 

аналогічних функцій в п. 2.1,  знаходимо в результаті почергового розв‟язку 

наступних задач: 

 
   

2 * 2 * 4

4

4

( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , ),

0, , , ,

( , , ) 0 ,

j j j

j j

j

d v Е t v Е t t

Е t q t

Е t при

           

 

  

   






 

 

   

2 * 2 *

0 0 1 0( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , ),

0, , , ,

( , , ) 0 , 1,3, 0,2,

i i i i

j j j

i i

j j

i

j

J T T E v П t v П t t

П t q t

П t при i j

           

 

  

   





   

  

де    *

0 0( , ) , , ,i i iq t C t C t     ,    4 *

0 0( , ) , , ,q t Т t Т t     , 
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 *

1 1( , ) , ,i iq t C t    ,  4 *

1 1( , ) , ,q t Т t    , 2 ( , ) 0mq t  , 4

0 ( , , ) 0t    , 

2 *

0 0 0 1 0 0( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i it v J T T E П t        , 1 0 1 0 1( , , ) ( , , ) ( ( , )i i i

tt П t I T T        

2 * 2 *

1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0( , , , )) ( , ) ( , , ) ( , )( ( , , ) ( , , ) ( , , )i i i i iJ T T E E v П t v J T T E П t П t                 

* *

1 0 1 0 1 0 0 1 0 0( , , , )) 2 ( , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i iJ T T E E v v J T T E П t          , 2( , , )i t     

1 * * 2 *

1 0 0 0 0( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , ) ( ) ( , ) ( , , )i i i i

t tП t v v П t I T v П t                  

2 *

1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 2 0 1 0 1 2( ( , ) ( , , , )) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , , , )i i i i iI T T J T T E E v П t П t J T T E E E           

2 * 2 *

1 0 1 0 1 1 2 0 0 1 0( , ) ( , )( ( , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )i i i iv v J T T E E П t П t J T T E               

* *

2 0 1 0 1 2 0 0 0 1 0 0( , , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )) 2 ( , ) ( , )i i i iJ T T E E E П t J T T E П t v v               

* 2 *

0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0( ( , , ) ( , , , ) ( , , )) (( ( , )) ( , )) ( , , )i i i i iJ T T E П J T T E E П t v v П t                   

0 0 1 0 0 0 1 0( , , ) ( , , ) ( , , )i

iJ T T E M T T E t      , 4

1 0( , , ) ( , , )tt Е t     , 4

2 1( , , ) ( , , )tt Е t       

1 * * 2 * *

0 4 02 ( , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )tv v Е t d v Е t k t                 , 

1 2 2 1 1 2

0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )t C t П t С t П t П t П t                 . 

Залишкові члени оцінюємо з наступних задач: 

 

 

2 2

2

4 2

0 1 0 1 2 2

2 4

0 1 0 1 2 2 2

4 2

0 1 0 1 2 2 2

4 1 2

2 2 2

( , , , , , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )

( , )( ( , , , , , , )) ( , , )

( ( , , , , , , )) ( , , )) ( , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) (

i i

i

i

i

i i

i

i

d T T E E E R v R t R t

v d T T E E E R R t

d T T E E E R R t v R t

k R t R t R

 



 

 

       

    

      

       

 

 

  

 
2

2

*

2 * 2 2

, , ) ( , , ) ( , , , ) ,

( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0 ( 1,3),

t

i

i

i i i

t R t b t

R t R t R i

      

        









  


   

 

 
2 2 2

2

2 4 4 2 4

4

** 1 2 4 2

2 2 4

4 4 * 4

2 * 2 2

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )

( ( , , ), ( , , )) ( , , ) ( , , , ) ,

( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0,

t

d v R t R t v R t

k f R t R t R t b t

R t R t R

  
          

          

        

   


     


  


 

де ( , , , )ib t    – відомі функції, які є сумою добутків членів ряду (2.27)–(2.28), 

їх частинних похідних, а також коефіцієнти при   розкладу функції 

2( , )v      в ряд Тейлора в околі *  . Вимагаючи достатньої гладкості 

коефіцієнтів системи рівнянь (2.20)–(2.21), та початкової і граничних умов 
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(існування неперервних частинних похідних до четвертого порядку включно), 

а також узгодженості останніх вздовж ребер * 0L  , * 0L   області [0, ]zG G T  , 

де [0, ]T  – фіксований проміжок часу, на основі принципу максимуму для 

рівнянь в частинних похідних приходимо до справедливості такого твердження: 

2

2( , , , ) ( )iR t O    ( 1,4i  , ( , , )t G   ). 

 

2.2.2. Моделювання просторового сингулярно збуреного 

процесу конвективно-дифузійного тепломасоперенесення 

в пористому середовищі з урахуванням хімічної реакції 

 

Розглядається просторова нелінійна сингулярно збурена задача 

конвективно-дифузійного тепломасоперенесення  трьох розчинних речовин в 

області (0, )G G    (0, )zG G H   , де zG  ( iz x y  ) – однозв‟язна 

чотирикутна криволінійна область (пористий пласт), обмежена чотирма гладкими 

ортогональними між собою в точках перетину кривими   1= = +i : =0AB z x y f x,y , 

  2= : =0BC z f x,y ,   3= : =0CD z f x,y ,   4= : =0DA z f x,y  (рис 2.2,а) [140]:  

   1 2( ) ( ) ( )i i i i i tdiv D T grad C v grad C k T C C C       , 1,3i  , (2.31) 

   * **

4 1 2( , ) tdiv D grad T v grad T k f C C T      , (2.32) 

  0

0( , , ,0) , ,i i

i iC x y z C x y z ,  0

0( , , ,0) , ,T x y z T x y z , (2.33) 

  
* * * ,

ABB A
i iC C M t ,  * *

* ,i iCDD C
C C M t ,  

* *
,

ADD A
i iC C M t , 

  
* *

,
BCC B

i iC C M t ,  *

** ,
ABCDi iC C M t ,  

* * * *

**

* ,
A B C D

i iC C M t ,  (2.34) 

  
* *

,
ABB A

T T M t ,  * *

* ,
CDD C

T T M t ,  
* *

,
ADD A

T T M t ,  

  
* *

,
BCC B

T T M t ,  *

** ,
ABCD

T T M t ,  
* * * *

**

* ,
A B C D

T T M t , (2.35) 

 v grad h  , 0div H v  ,  

  * *ABB A
  , * *CDD C

  , 
* * * * * * * *

0,
ADD A A D C B B C CB ADCB

d

dn



  

  (2.36) 
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де  , , ,i iC C x y z t  – концентрація i -го сорту речовини у точці  , ,x y z  в 

момент часу t, ( , , , )T T x y z t  – температура потоку, Н – висота проникного 

пласту, i i  , 1 2 1   , 3 1   ,  – коефіцієнт фільтрації; , ,x yv v  – 

відповідно потенціал та компоненти швидкості фільтрації в пористому 

середовищі G , 2 2

*( , ) ( , )x yv x y v x y v    , ( 0zv  ),  ,h h x y  – напір у точці 

iz x y  , M  – біжуча точка відповідної поверхні, n  – зовнішня нормаль до 

відповідної поверхні,  ,iC M t ,  * ,iC M t  та інші, які фігурують в умовах 

(2.34)–(2.35) достатньо гладкі функції, узгоджені між собою на ребрах (гранях) 

області G . 

 

а)               б) 

Рис. 2.2. Просторова фізична область Gz  (а) та відповідна їй  

область комплексного потенціалу wG  (б) 

 

Тоді, здійснивши заміну змінних  ,x x   ,  ,y y   , z z , t t  у 

рівняннях (2.31)–(2.32) та умовах (2.33)–(2.35), аналогічно п. 2.1, приходимо до 

відповідної «дифузійної задачі» для області wG  (рис. 2.2,б) 

   
2 2 2

2 2

2 2 2

( ) ( )
( ) , ( ) ( , ( )

i i

i i i i i
i

С С С D T С D T С
d T q q

z
     

     

       
     

       
 

  
 2

1 2

,( )
) ( )

i

i i i
i

qD T С С С
k T C C

z z H t

 
  



   
   

   
, 1,3i  , (2.37) 

  
 22 2 2

2 * **

4 1 22 2 2

,
, ( ) ( , )

qT T T T T
d q k f C C

z H t

 
   

  

     
     

     
, (2.38) 
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  0

0( , , ,0) , ,i iC z C z    ,  0

0( , , ,0) , ,T z T z    , (2.39) 

  * *( , , , ) , ,i iC z t C z t   ,   * *( , , , ) , ,i iC z t C z t   ,   

  **( ,0, , ) , ,i iC z t C z t  ,   **( , , , ) , ,i iC Q z t C z t  ,   

  *

**( , ,0, ) , ,i iC t C t    ,   **

*( , , , ) , ,i iC H t C t    ,  

  * *( , , , ) , ,T z t T z t   ,  * *( , , , ) , ,T z t T z t   ,   

  **( ,0, , ) , ,T z t T z t  ,  **( , , , ) , ,T Q z t T z t  ,  

   *

**( , ,0, ) , ,T t T t    ,  **

*( , , , ) , ,T H t T t    ,  (2.40) 

де q H v   – фільтраційна витрата,  , , , ( ( , ), ( , ), , )i iC z t C x y z t      , 

 , , , ( ( , ), ( , ), , )T z t T x y z t      . 

Розв‟язок 1 2 3( , , , )C C C T  ( 1,3i  ) поставленої задачі (2.37)–(2.40) з 

точністю 2( )O   шукаємо у вигляді таких асимптотичних рядів: 

       
2

,0 ,1

0

, , , , , , , , , , , ,p i

i i i p

p

C z t C z t C z t П z t         


     

      
4 4 4

2 2 2

0 0 02 2 2

, , , , , , , , ,
l l l

ii i

l l l

l l l

П z t П z t П t         
  

        

    
4

2
1

0 2

, , , , , , ,
l

i
i

l

l

П t R z t      


  ,  (2.41) 

        
2

0 1

0

, , , , , , , , , 2 , , ,p

p

p

T z t T z t T z t P z t         


      

      
4 4 4

2 2 2

2 20 0 02

, , , , , , , , ,
l l l

l ll

l l l

P z t P z t P t         
  

         

    
4

42
1

0 2

, , , , , , ,
l

l

l

P t R z t      


  ,  (2.42) 

де 1

iR – залишкові члени  , , , ,i jC z t   та  , , ,jT z t  ; ( 0,1j  ) – члени 

регулярної частини асимптотики,  , , ,i

pП z t   і  , , ,pP z t  ; ( 0,2p  ) – 

функції типу примежового шару в околі    (поправки на виході 
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фільтраційного потоку із області G );  
2

, , ,
i

lП z t  ,  
2

, , ,lP z t  ,  
2

, , ,
i

lП z t  , 

 
2

, , ,lP z t  ,  
2

, , ,
i

lП t   ,  
2

, , ,lP t   ,  
2

, , ,
i

lП t   ,  
2

, , ,lP t    ( 0,4l  ) – 

функції типу примежового шару відповідно в околах 0  , Q  , 0z  , 

z H , що враховують вплив бічних джерел забруднень; 1( )       , 

1/ 2     , 1/ 2( )Q      , 1/ 2z    , 1/ 2( )H z      – відповідні 

регуляризуючі перетворення (розтяги). При цьому, як і в п.2.2.1, функції ( )id T  

та ( )k T  розкладемо в ряд за степенями   у вигляді 

 
4

42
0 0 0 0 2 1

1 2 2

( ) ( ) ( ,..., ) ( ,..., , , )
l

i i i

i l l I

l

d T I I R R      


   , (2.43) 

 
4

42
0 0 0 0 2 1

1 2 2

( ) ( ) ( ,..., ) ( ,..., , , )
l

i i i

l l J

l

k T J J R R      


   , (2.44) 

де j j j j j j jT P P P P P        ( 0,1i  ), 
2 2 2 2 2

j j j j jP P P P      ( 1,3j  ), 

2 2 2 2 2 2P P P P P      ; 0 4 0 4( ),..., ( ), ( ), ..., ( ), ( ), ( )i i i i i i

I JI I J J R R       – неперервні 

функції своїх аргументів. 

Аналогічно, після підстановки (2.41)–(2.44) в (2.37)–(2.40) та 

застосування стандартної «процедури прирівнювання», для знаходження 

регулярних частин асимптотики приходимо до таких задач: 

 

2

, ,

, ,

( , )
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),

( , , ,0) ( , , ), ( , , , ) ( , , ),

i

i j i j j

i i

i j j i j j

q
C z t C z t g z t

H t

C z h z C z t b z t

 
      



      

  
 

 
  

 (2.45) 

0( , , ) 0ig t   , 0

0 0( , , ) ( , , )i

ih z C z    , 0 *( , , ) ( , , )i ib z t c z t  , 1 ( , , ) 0ih z   , 

1 ( , , ) 0ib z t  , 

2 2 2

, , , ,02 2 0
1 0 2 2 2
( , , , ) ( ( , ) ) ( , )(

i
i j i j i j ii i

C C C CI
g z t I q q

z
     

   

    
           

  

,0 ,00 0
0 1,0 2,0)

i i
i i i

i

C CI I
J C C

z z


 

  
  
   

, 1,3i  ;
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2
4

4 4

( , )
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),

( , , ,0) ( , , ), ( , , , ) ( , , ),

j j j

j j j j

q
T z t T z t g z t

H t

T z h z T z t b z t

 
      



      

  
 

 
  

 (2.46) 

4

0 ( , , ) 0g t   , 4 0

0 0( , , ) ( , , )h z T z    , 4

0 *( , , ) ( , , )b z t T z t  , 4

1 ( , , ) 0h z   , 

4

1 ( , , ) 0b z t  ,  4 2 * **

1 4 0 0 0 1,0 2,0( , , , ) ( ( , ) ) ( , )i

zzg z t d q T T T k f C C        . 

У результаті їх розв‟язання отримано 

 
*

,0 0 1

0

( , , ( , )), ( , ),
( , , , )

( ( ( , ) , ), , , ) , ( , );

i

i

i

C z t f t f
C z t

C f f t z t t f

    
 

     

  
 

 

 

 *

2

1

,1
1

1
0

( , ) ( , , , ( , ) ( , )) , ( , ),
( , , , )

( ( ( , ) , ), , , ) , ( , );

i

i
t

i

Hq g z f t f d t f
C z t

g f t f t z t dt t f




           

 

     





    


 
  




 

 
*

0 0 1

0

( , , ( , )), ( , ),
( , , , )

( ( ( , ) , ), , , ) , ( , );

T z t f t f
T z t

T f f t z t t f

    
 

     

 
 

 
 

 *

2 4

1

1
4 1

1
0

( , ) ( , , , ( , ) ( , )) , ( , ),
( , , , )

( ( ( , ) , ), , , ) , ( , ),
t

Hq g z f t f d t f
T z t

g f t f t z t dt t f




           

 

     





    


 
  




 

де    
*

2, ,f H q s ds



      – час проходження виділеної частинки вздовж 

відповідної лінії течії (як перетину деяких двох поверхонь  , ,x y z  , 

0 Q  ,  , ,z x y z z , 0 z H  ), від еквіпотенціальної поверхні s   до 

еквіпотенціальної поверхні s  ; 1f   – функція, обернена до функції f  

стосовно змінної   (зазначимо, що така функція існує, оскільки підінтегральна 

функція 2q  – неперервно диференційована, обмежена, додатньо визначена). 

Функції 
2

0

i i p

p

p

П П 


 та 
2

0

p

p

p

P P 


 призначені для усунення нев‟язок, 

внесених побудованими регулярними частинами 
1

,

0

j

i i j

j

C C 


  та 
1

0

j

j

j

T T 


 в 

околі ділянки    (виходу фільтраційної течії). Тобто повинні виконуватись 
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умови    2i

i iC П C O
 







   ,    2T P T O

 







   . Для знаходження 

цих функцій, маємо такі задачі: 

 
2 *

2 * ( , )
( , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )i i i

p p p

q
q П z t П z t d z t

H
 

 
         ,  

 0, ,i

pП при      0, , , , , , 0,2i i

p pП z t w z t p   , 

 
2 *

2 * 4( , )
( , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )p p p

q
q P z t P z t d z t

H
 

 
         ,  

 0, ,pP при      40, , , , , , 0,2p pP z t w z t p   , 

де 0( , , , ) 0id z t   , 1,4i   1 0( , , , ) ( , , , )i i

td z t П z t    , 1,3i  ,   4

1 ( , , , )d z t    

0 ( , , , )tP z t  , 2 1 2( , , , ) ( , , ) ( , , )i i iH Hd z t f z t e f z t e
 

    
 

  , 1 ( , , )if z t   

2 2
* * 2 * 0 0

2 2
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i i
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c z t q
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   



 
   

 
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2
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, 4

2 ( , , )f z t   

2
1 * * 2 *0 0

2
2 ( , ) ( , ) ( , )

P P
q q Hq

t t
       

 
 

,     * *

0 ,0( , , ) , , , , ,i

i iw z t C z t C z t     ,  

 *

1 ,1( , , ) , , , ,i

iw z t C z t      1,3i  , 2( , , ) 0iw z t  , 1,4i  ,  4

0 ( , , ) , ,w z t T z t    

 *

0 , , ,T z t  ,   4 *

1 1( , , ) , , ,w z t T z t    . 

Функції типу примежового шару  
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  призначені для 

усунення нев‟язок в околах 0   та Q   відповідно, а також функції 

 
4

/ 2

/ 2

0

, , ,i i l

l

l
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, , ,
i i l

l
l

P t P   


  і  
4

/ 2
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, , ,i i l
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П t П   


 ,  
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4

/ 2
/ 2

0

, , ,
i i

l
l

l

P t P   


  (призначені для усунення нев‟язок в околах  0z   та 

z H ) знаходимо в результаті проведення стандартної процедури 

“прирівнювання” аналогічно до [18, 28]. 
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2.3. Математичне моделювання процесу масоперенесення в тонкій 

трубці з врахуванням масообміну із зовнішнім середовищем 

через бічну поверхню  

 

Як приклад ефективності застосування запропонованого підходу 

розв‟язування крайових задач, також досліджено сингулярно збурений процес 

конвективно-дифузійного теплоперенесення у тонкій трубці з врахуванням 

теплообміну із зовнішнім середовищем та побудоване асимптотичне 

розвинення розв‟язку відповідної модельної задачі з умовами третього роду на 

бічній границі. Такі задачі, зокрема, виникають при моделюванні роботи 

ґрунтового теплообмінника.   

Ґрунтові теплообмінники використовуються як джерело теплової енергії 

для геотермальних теплових насосів. Для збору тепла рідина (як правило, 

водний розчин етиленгліколю) тече по трубі, розташованій в ґрунті або 

водоймі, і надходить до теплового насосу. Відбір тепла з ґрунту у випадку 

горизонтального ґрунтового теплообмінника здійснюється за допомогою 

прокладеної в ґрунті системи пластикових труб на глибині 1,5–3 метра, а у 

випадку вертикального – за допомогою довгої U-подібної трубки або декількох 

таких трубок, що закладені у вертикальну свердловину [85, 91]. Оскільки 

конвективне перенесення тепла в ґрунтовому теплообміннику превалює над 

дифузійним, що приводить до появи малого параметра при відповідних членах 

рівняння конвективно-дифузійного теплоперенесення, ефективним є 

застосування асимптотичного методу. 

 Для побудови моделі та задання початкових та граничних умов 

ґрунтовий  теплообмінник "розігнемо" в пряму. При цьому приймемо наступні 

припущення: структура ґрунту однорідна в радіальному та вертикальному 

напрямках; термічним опором стінки ґрунтового теплообмінника нехтуємо; 

втрати тиску на згинах трубки не враховуються. 

В трубці довжиною l  та радіусом 0r  ( 0r l ) розглядаємо конвективно-

дифузійний процес поширення тепла, який описується наступною модельною 

задачею [25]:  
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2

2

1
( ) ( )

TT T T
r v x

r tx r r x

  


 

  
   

  
, (2.47) 

   0

00
, , ( , )

t
T x r t T x r


 ,  (0, , ) ,T r t T r t , (2.48) 

 , ,
0

x l

T x r t

x






 , 
 

0

, ,
0

r

T x r t

r






 , 
 

0

*

0 *

, ,
( ( , , ) ( , ))

r r

T x r t
T x r t T x t

r







   , (2.49) 

де ( , , )T x r t  – температура в точці з координатою ( , )x r  відповідної області в 

момент часу t , ( )v x  – швидкість конвективного перенесення, a   – 

коефіцієнт температуропровідності теплоносія ( /( )a c  ,   – коефіцієнт 

теплопровідності,   – густина, с  – теплоємність), ( *0 ( )v v x  ), 

* 1/ 2     – коефіцієнт тепловіддачі, *

* ( , )T x t  – температура зовнішнього 

середовища. Вважаємо, що всі функції, які фігурують в умовах  (2.48)–(2.49) є 

достатньо гладкими та узгодженими між собою вздовж ребер та кутових точок 

області  *

0( , , ) :0 , 0 , 0D x r t x l r r t t        .  

Розв‟язок одержано у вигляді асимптотичного ряду:  

         0 1 0 1( , , ) , , , , ... , , , , , ,n

nT x r t T x r t T x r t T x r t П r t П r t            

 1 / 2 1

1 0 / 2 1... , , ( , , ) ... ( , , ) ... ( , , )n i n

n i nП r t P x t P x t P x t       

          

 / 2 1

0 / 2 1( , , ) ... ( , , ) ... ( , , ) ( , , , ),i n

i n nГ x t Г x t Г x t R x r t     

       (2.50) 

де  , ,iT x r t  ( 0,i n ) – члени відповідних регулярних частин асимптотики, 

 , ,iП r t  ( 0, 1i n  ) – функції типу примежового шару в околі x l  (поправки 

на виході фільтраційної течії із даного пласта zG ),  / 2 , ,iP x t ,  / 2 , ,iГ x t  

( 0,2 1i n  ) – функції типу примежового шару відповідно в околах 0r   та 

0r r , 1( )l x     , 
1

2r 


  , 
1

2
0( )r r 



    – відповідні регуляризуючі 

перетворення, nR  – залишковий член. 

Підставляючи (2.50) в (2.47)–(2.49) та прирівнявши коефіцієнти при 

однакових степенях   отримуємо задачі для знаходження регулярних частин 

асимптотики: 
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1 2

( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), (0, , ) ( , ),

i x i t i

i i i i

v x T x r t T x r t g x r t

T x r w x r T r t w r t

  


 

 (2.51) 

0( , , ) 0g x r t  , 1 0

0 0( , ) ( , )w x r T x r , 2

0 ( , ) ( , )w r t T r t , 1( , , ) ( , , )i i xxg x r t T x r t   

1 1

1
( , , ) ( , , )i rr i rT x r t T x r t

r
   , 1( , ) 0iw x r  , 2( , ) 0iw r t   ( 1,i n ). 

Розв‟язки цих задач, аналогічно до [28], отримуємо у вигляді: 

0 1

0

0

*

( ( ( ) ), ) , ( ),
( , , )

( , ( )) , ( ),

T f f x t r t f x
T x r t

T r t f x t f x

  
 

 
 

1

0

0

( ( ( ) ), , ) , ( ),

( , , )
( , , ( ) ( ))

, ( ).
( )

t

i

i x

i

g f f x t t r t dt t f x

T x r t
g x r f x t f x

dx t f x
v x




  



 
 






 

З метою задовольнити другу із крайових умов будується зовнішня 

примежова функція 
1

0

( , , ) ( , , )
n

i

i

i

П r t П r t  




  в околі x l  таким чином, щоб 

функція ( , , )u x r t  з точністю до 1( )nO    задовольняла як дане рівняння, так і всі 

крайові умови. Для цього вводиться заміна (розтяг) 1( ),l x     x l   . 

Врахувавши співвідношення: 
1

( )
x  

 
 

 
, 

2 2

2 2 2

1

x  

 


 
 та розклад функції  

( )v l   в ряд Тейлора в околі x l , перепишемо оператор 

( ) x tLП П v l П П       у вигляді: 

1 11
( )t rr rLП П П П П v l П

r
      

      
 

. 

Прирівнявши в рівності L ( 1

0 1 1... n

nП П П  

   )=0 коефіцієнти при 

однакових степенях ε, одержимо такі рівняння із відповідними умовами для 

визначення iП : 

 
 

( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ),

0, , ( , ), ( , , ) 0,

i i i

i i i

П r t v l П r t d r t

П r t r t П r t

 

 

  

 


  



 

 (2.52) 
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0( , , ) 0d r t  , 
1

( )

( 1) ( )

1

( 1)
( , , ) ( , , ) ( ) ( , , )

!

ii
i i

i i t k i

k

d r t П r t v l П r t
i

   


 




   ( 1, 1i n  ), 

( , ) ( , , )i ir t T l r t    ( 0,i n ), 1( , ) 0n r t   . 

Розв‟язавши їх, отримаємо: 

0 ( )

0

( , , )
( , , )

( )

v l
T l r t

П r t e
v l

   , 

00 0 ( )

1 3 2

( , , )( ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( )

( ) ( ) ( )

t v l
T l r tv l T l y t T l y t

П r t e
v l v l v l

   


     

00 02 ( )

2 2

( , , )( ) ( , , ) ( ) ( , , )
( )

2 ( ) ( ) ( )

t v l
T l r tv l T l r t v l T l r t

e
v l v l v l

     
 

   . 

З метою задовольнити другу і третю з умов (2.49) будуються зовнішні 

примежові функції  
2 1

/ 2

/ 2

0

, ,
n

i

i

i

P P x t 




  та  
2 1

/ 2

/ 2

0

, ,
n

i

i

i

Г Г x t 




  відповідно. 

Для цього вводять заміни 1/ 2r     та 1/ 2

0( )r r     . Задачі для 

знаходження цих функцій отримуються аналогічно до того, як це було зроблено 

для примежової функції :П   

 

1

/ 2 / 2 / 2 / 2

1

/ 2 / 2 / 2 / 2 / 2

( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) 0, (0, , ) 0, ( ,0, ) ( , ), ( , , ) 0,

i t i i x i

i i i i i

P x t P x t v x P x t x t

P x P t P x t x t P x t



 

    

   


   



   

 (2.53) 

де 1

0( , , ) 0x t   , 1

1

2

( , , ) 0x t   , 1

( 1) ( 1)
2 2 2

1
( , , ) ( , , ) ( , , )i i i

xx
x t P x t P x t


   

 
   ,  

2,2 1i n  , 1

2
2

0, якщо непарне,

( , ) ( ,0, ),якщо парне;i
i

i

x t T x t i






 


 1

1( , ) 0n x t   . 

2

/ 2 / 2 / 2 / 2

2

/ 2 / 2 / 2 / 2 / 2

( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) 0, (0, , ) 0, ( ,0, ) ( , ), ( , , ) 0,

i t i i x i

i i i i i

Г x t Г x t v x Г x t x t

Г x Г t Г x t x t Г x t



  

    

   


   



   

  (2.54) 

де 2

0 ( , , ) 0x t   , 2

1 0

02

1
( , , ) ( , , )x t Г x t

r
   , 2

1
( )

1 02 2

( 1)
( , , ) ( , , )

k ki

i i kk
k

x t Г x t
r 


  




   

( 1)
2

( , , )i
xx

Г x t


 , 2,2 1i n  , 
2 * *

0 0 0 0 * 0 0( , ) ( ( , , ) ( ,0, ) ( , )) ( , , )x t u x r t Г x t T x t T x r t     , 
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*

22

*
2 0 0

2 2 2

( ( ,0, )), якщо непарне,

( , )
( ( , , ) ( ,0, )) ( , , ), парне;

i

i

i i i

Г x t i

x t
T x r t Г x t T x r t i











 
 



 2

1 1( , ) ( ,0, )n nx t Г x t   . 

Наведемо схему знаходження поправки 0 ( , , )Г x t . Введемо в області 

 *0( , , ) :0 , 0 / , 0x t x l r t t         рівномірну сітку   , , : ;j m k jx t x j x    

;m km t k t     , де *

0/ , /( ), /x l N r M t t K       , 1,j N , 1,m M , 

1,k K . Після чого застосуємо до задачі (2.54) апроксимацію за різницевою 

схемою:  

 

0

,1 ,0 , , 1 , 0,

1

, , , 1 , , 1 , 1,

2

(1 ) ( , ), 0, 0, 0,

2
( ) ,

( )

k k k k k

j j j k j M j M j m m

k k k k k k k

j m j m j m j m j m j m j m

j

Г Г x t Г Г Г Г

Г Г Г Г Г Г Г
v x

t x

  







  

         

    

 
  

 

де  , 0 , ,k

j m j m kГ Г x t , * *

0 0 * 0 0( , ) ( ( , , ) ( , )) ( , , )j k j k j k j kx t T x r t T x t T x r t    ,  

1, ,j N  1, , 1,m M k K  .  

 

2.4. Результати числових експериментів  

 

Наведемо результати розрахунку процесу типу “конвекція-дифузія” на 

ідеальному фільтраційному фоні, породженому двома особливими точками 

1 0z   та 2 4z   (відповідно витік та втік однакових інтенсивностей 0 2Q   ), 

комплексний потенціал якого – 0 1 2( / 2 ) ln(( ) /( ))w Q z z z z     ,  при * 2.7  , 

* 1.5  ,  : ( , ) 0AD z x y   ,  : ( , ) 2BC z x y    . На рис. 2.1,а зображено 

рівномірну сітку області комплексного потенціалу wG , а на рис. 2.1,а  – 

відповідну динамічну сітку в zG : *

* *( , ) (( ) ) /10
df

ix y i       , 

*( , ) ( ) / 20
df

jx y Q j    , 0,10i , 0,20j , величину швидкості фільтрації 

 
1/ 2

( / )( / )v dz dw dz dw


  у вузлах ( , )i j  , та лінії фронту конвективного 

переносу ( , ) kf t   , 1,4k  при 1 0.035t  , 2 1.098t  , 3 0.213t  , 4 0.432t  , (криві 

1-4 відповідно) [27]. 
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Розподіли концентрацій ( , , )C t  , ( , , )U t  , ( , , )H t  , ( , , )N t   

розчинних речовин при 310 , * 10k  , 1 1d  , 
2 2d  , 

3 1d  , 
4 1d  , 

0 2 2 1

0 ( , ) 0.4 (1/4) sin ( ) (3 ( 2.7) )C          , 0 2

0 ( , ) 0.7 (1/3) cos ( / 2)U         

2 1(3 ( 2.7) )   , 0 2 1

0 ( , ) 0.5 sin( /6) (3 ( 2.7) )H         , 0

0 ( , ) 0.2N      

1 2 1sin( /6) 10 (3 ( 2.7) )       , 2 1

* ( , ) 0.4 (1/ 4) sin ( ) e 3tC t         , * ( , )U t   

2 10.7 (1/3) cos ( / 2) e 3t       , 1

* ( , ) 0.5 sin( /6) e 3tH t        , 
* ( , )N t   

10.2 sin( /6) e 30t      , * 2 2 2 1( , ) 0.4 (1/ 4)sin ( ) (3 ( 1.5 2.7) )tC t e         , 

* 2 2 2 1( , ) 0.7 (1/3)cos ( / 2) (3 ( 1.5 2.7) )tU t e         , *( , ) 0.5 sin( /6)H t      

2 2 1(3 ( 1.5 2.7) )te     , * 1 2 2 1( , ) 0.2 sin( /6) 10 (3 ( 1.5 2.7) )tN t e             

зображено на рис. 2.3.  

 
               а) 

 
б) 
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              в) 

 
г) 

Рис.2.3. Вплив дифузійних поправок на розподіл концентрації забруднюючих 

речовин 

 

Так на рис. 2.3 зображено регулярні частини 0C , 0 1C C  (а), 0U , 0 1U U , 

(б) 0H , 0 1H H  (в) та 0N , 0 1N N  (г) (криві 1 3  та * *1 3  відповідно в моменти 

часу 1 0.0305t  , 2 0.0537t  , 3 0.1265t   вздовж лінії течії 1.57079 ) розв’язку 

поставленої задачі.  

На рис.2.4 проілюстровано залежність  розподілу  концентрації  

розчинної  речовини C  (а) та U  (б) від коефіцієнта дифузії вздовж лінії течії 

0,9424   в момент часу 0.1265t   при 1 0,01  , 2 0,05  , 3 0,075  , 4 0,1   

(криві  1-4 відповідно).   
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                                а)                                                                 б)  

Рис.2.4. Залежність розподілу концентрації розчинної речовини від 

коефіцієнта дифузії 

 

 

                       Рис.2.5. Вплив масообміну на розподіл концентрації C  

 

Вплив  масообміну  на розподіл концентрації C  (вздовж лінії течії 

2.513   в момент часу 0.37t  ) проілюстровано на рис. 2.5 при 0.01  , 

*

1 0,5,10,20k   (криві 1-4 відповідно). 

Наведемо результати розрахунку розглянутого в пункті 2.2.1 процесу на 

тому ж ідеальному фільтраційному фоні.  

На рис. 2.6 зображено розподіли концентрацій 1( , , )C t  , 2( , , )C t  , 3( , , )C t   

розчинних речовин при:  0 2 1

1,0( , ) 0.1 (1/50)exp( / 2)(3 ( 2.7) )C          , 

0 2 1

2,0( , ) 0.15 (1/10)cos( )(3 ( 2.7) )C         ,  0 2

3,0( , ) 0.01 (1/50)sin ( )C       

2 1(3 ( 2.7) )    , 0

0 ( , ) 10T    , 1*( , ) 0.1 (1/50)exp( / 2)exp( ) /3C t t     , 

2*( , ) 0.15 (1/10)(exp( ) /3)cos( )C t t    , *( , ) 10T    , 2

3*( , ) (1/50)sin ( )C t    

exp( ) /3 0.01t   ,  *( , ) 10T    , *

1 ( , ) 0.1 (1/50)exp( / 2)exp( 2 )C t t       
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2 1(3 ( 1.5 2.7) )    , * 2 1

2 ( , ) 0.15 (1/10) cos( ) exp( 2 ) (3 ( 1.5 2.7) )C t t           , 

* 2 2 1

3 ( , ) 0.01 (1/50)sin ( ) exp( 2 ) (3 ( 1.5 2.7) )C t t          . 

 

а) 

 

б) 

 

в) 

Рис. 2.6. Вплив дифузії та масообміну на розподіл концентрації розчинних 

речовин  

Так на рис. 2.6,а зображено регулярні частини 1,0C  та 1,0 1,1C C  при 

10

2 10( ) 10 e

T

k T



  (криві 1-2 та 1*-2* в моменти часу 0.03t   та 0.74t   
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відповідно) розв‟язку поставленої задачі при 0.01  , 

1( ) 10(1/ )(1 exp( 10))d T T T   , * 2k   вздовж лінії 2.51  . Аналогічно 

інтерпретуються результати для речовин 2 3,C C на рис. 2.6,б та рис. 2.6,в.  

На рис. 2.7 зображено регулярні частини 1,0C  (крива 1), 2,0 2,1C C  при 

( ) (1/ )(100 exp( 10))k T T T   , ( ) 10(1/ )(1 exp( 10))k T T T   , ( ) (1/ )k T T   

(1 exp( 10))T    (криві 2-4 відповідно) розв‟язку поставленої задачі при 

0.01  , 0.37t  ,  * 2k  , 2.51  .  

 

Рис. 2.7. Вплив швидкості хімічної реакції ( )k T  на розподіл концентрації 

розчинної речовини 

Збіжність асимптотичного розвинення розв‟язку до точного 

проілюстровано на тестових  прикладах.  

Так для крайової задачі: 
2

2

С С
tx

  


,    
0

, ( )
t

С x t w x

 , 

   
0

, , 0
x x l

С x t С x t
 
  , точний розв‟язок якої має вигляд [38]:        
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l
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n x
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 
 



 , 
0

2
( )sin

l

n

n x
a w x dx

l l


  , 

асимптотичне наближення розв‟язку з точністю ( )nO   знайдено у вигляді ряду:  

         

     

1/ 2

0 1 0 1/ 2

1/ 2

0 1/ 2

( , ) , , ... , , , ...

, , ... , , , / , ( ) / .

n

nС x t С x t С x t С x t P t P t

P t P t r x t x l x

     

       

      

      
 

Регулярні складові розв‟язку  0 ,С x t  та  1 ,С x t  знаходиться шляхом 

розв‟язання задач: 
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( ,0) ( ),

C x t

t

С x w x





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2

2

0

( , ) ( , )
,

( ,0) 0, 1,

i iC x t C x t

t x

C x i n

 


 
  

  

у вигляді  0 ( , ) ( )С x t w x , 1 ( , ) ( )С x t w x t , … 

На рис 2.8,а зображено графіки точного розв‟язку (суцільна крива) та 

асимптотичного (пунктирна крива) при ( ) 0.2sin( )w x x , 1l  , 410   при 

значеннях безрозмірного часу 2t  , 3t  , 4t   (1–3 відповідно). 

Для задачі: 
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
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С x t

 , точний розв‟язок якої  

має вигляд 
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0
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tС x t e g d d
t



     
 

 







  , асимптотичне 

наближення розв‟язку з точністю ( )nO   представлено у вигляді ряду: 

        0 1( , ) , , ... , ,n

nС x t С x t С x t С x t r x t       . 

Після підстановки і розв‟язання відповідних задач для складових, 

отримано: 

 0

0

( , ) ( , )

t

u x t g x t dt  , ( 1)

0

( , ) ( , )

t

i i xxu x t u x t dt  , 1,i n . 

На рис 2.8,б зображено графіки точного розв‟язку (суцільна крива) та 

асимптотичного (пунктирна) при 410  , 
0 10,

( , ) sin( ),
0 ,1

tt
g x t x при

xt 

 
 

  
   

 

а) б) 

Рис. 2.8. Порівняння точного та наближеного розв’язків  
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Результати комп‟ютерного моделювання процесу, описаного в пункті 2.3, 

представлені на рис. 2.9 – рис. 2.14. Вважаємо, що трубка ґрунтового 

теплообмінника радіусом 0 0,02r м  заповнена водним розчином 

етиленгліколя, властивості якого наступні: коефіцієнт теплопровідності 

0.43 /Вт м с   , густина 31060 /кг м  , теплоємність 3.31 /с кДж кг . Отже, 

4 21.2 10 /a м с    . Швидкість перенесення теплоносія в трубці 

теплообмінника ( ) 1 /v x м с . Прийнято, що початковий розподіл температури в 

трубці 0 o

0 ( , ) 0T x r C , а на вході поступає теплоносій з температурою 

o

*( , ) 0T r t C .  

У випадку моделювання роботи горизонтального теплообмінника, 

розташованого нижче глибини промерзання ґрунту, розрахунки проводились за 

температури ґрунту * o

* 6T C . Зростання температури 0( , , )T x r t  

горизонтального теплообмінника довжиною 100l м  за рахунок відбору 

ґрунтового тепла в моменти часу 10 c , 20 c , 40 c , 50 c , 70 c  та 100 c  (криві 1–6 

відповідно) при 10  2/Вт м  (сухий піщаний ґрунт) зображено на рис. 2.9.  

 

 

Рис. 2.9. Розподіл температури на поверхні трубки горизонтального 

теплообмінника 

 

На рис 2.10. проілюстровано розподіл температури вздовж радіальної 

координати трубки теплообмінника на виході в моменти часу 2t c (рис. 
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2.10,а)  та 40t c (рис. 2.10,б)  для різних типів ґрунтів, яким відповідають різні 

коефіцієнти тепловіддачі: 1 10 15    2/Вт м – сухий піщаний ґрунт, 

2 20 25    2/Вт м – сухий глинястий ґрунт, 3 30 35    2/Вт м – ґрунт з 

ґрунтовими водами.  

 

 

а) б) 

Рис. 2.10. Залежність розподілу температури від коефіцієнту тепловіддачі 

 

На рис 2.10 проілюстровано розподіл температури вздовж радіальної 

координати трубки теплообмінника на виході в моменти часу 

2t c (рис. 2.10,а)  та 40t c (рис. 2.10,б)  для різних типів ґрунтів, яким 

відповідають різні коефіцієнти тепловіддачі: 1 10 15    2/Вт м – сухий 

піщаний ґрунт, 2 20 25    2/Вт м – сухий глинястий ґрунт, 3 30 35    

2/Вт м – ґрунт з ґрунтовими водами.  

Розподіл температури на поверхні трубки теплообмінника довжиною 

100l м  (рис. 2.11,а)  та 200l м  (рис. 2.11,б) для різних типів ґрунтів 

зображено на рис 2.11. Як видно з графіків, збільшення приросту теплової 

енергії є суттєвим на ділянці трубки до  100 120 м  в залежності від типу 

ґрунту (чим вища теплопровідність ґрунту, тим меншої довжини 

теплообмінник потрібно використовувати). В ґрунті з ґрунтовими водами 

теплоносій в трубці встигає прогрітись при довжині теплообмінника 50 60 м .   
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а) б) 

Рис. 2.11. Розподіл температури в трубках різної довжини 

 

У випадку моделювання роботи вертикального теплообмінника необхідно 

задати співвідношення для визначення температури ґрунту за глибиною в 

конкретний момент часу, як це зроблено наприклад в [85, 91]. Приймемо, що 

функція залежності температури ґрунту від глибини описується законом 

* 3 3 (2 1)

* 0 1 3 2 1( ) ( ) ( ) ... ( ( )) ...i

iT x x l x x l x x l x    

         , де i  визначаються 

шляхом апроксимації експериментальних даних вимірювання температури 

ґрунту.  

 

 

Рис. 2.12. Функція визначення температури ґрунту за глибиною 

 

Розрахунки проводились при таких значеннях 0 2  , 3

1 2 10   , 

5

3 2 10   ,  5 2 1... ... 0i       (рис. 2.12), в припущенні відсутності 

теплообміну між частинами трубки, що розташовані поряд. 

На рис. 2.13 показано розподіл температури 0( , , )T x r t  вертикального 

теплообмінника довжиною 100l м  в моменти часу 10 c , 20 c , 40 c , 50 c , 70 c  

та 100 c  (криві 1–6 відповідно) при 10   2/Вт м . 
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Рис. 2.13. Зростання температури на поверхні трубки вертикального 

теплообмінника  

 

 

а  б 

Рис. 2.14. Розподіл температури в трубках вертикального теплообмінника 

різної глибини 

 

Якщо у випадку горизонтального теплообмінника високе значення 

тепловіддачі ґрунту дає більшу температуру теплоносія на виході, то у випадку 

ґрунтового теплообмінника вертикального типу кращі показники ефективності 

відбору ґрунтового тепла  у теплообмінника меншої глибини (рис. 2.14.а), 

закладеного в ґрунт з меншою провідністю, оскільки при підйомі нагрітого на 

глибині теплоносія через холодні верхні шари ґрунту частина тепла віддається 

теплообмінником назад у зовнішнє середовище. Оскільки глибина проникнення 

сезонних коливань температури складає близько 10 15 м , ефективним 

вирішенням цієї проблеми може бути теплоізоляція трубки теплообмінника у 

верхніх шарах ґрунту. 
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2.5.  Висновки до другого розділу 

 

Узагальнено математичні моделі сингулярно збурених процесів 

конвективної дифузії в пористих середовищах на випадок дослідження 

відповідних багатокомпонентних неізотермічних процесів з урахуванням 

хімічної реакції між розчинними речовинами. Побудовано асимптотичне 

наближення розв‟язків відповідних крайових задач, обґрунтованість яких 

забезпечується високим рівнем співпадання результатів числових 

експериментів та аналітичними розв‟язками  відповідних спеціальних типів 

модельних тестових задач.  На основі отриманих числових результатів 

підтверджено прогнозовану інтенсифікацію дифузійних та масообмінних 

складових процесу зі збільшенням температури середовища. Це дає можливість 

контролювати вибір речовин, що візьмуть участь у реакції, а також оптимальної 

температури середовища з метою зменшення концентрації забруднюючої 

речовини на виході фільтраційної течії даної області.  

Як приклад ефективності застосування запропонованого підходу 

розв‟язування крайових задач, також досліджено сингулярно збурений процес 

конвективно-дифузійного теплоперенесення у тонкій трубці з врахуванням 

теплообміну із зовнішнім середовищем та побудоване асимптотичне 

розвинення розв‟язку відповідної модельної задачі з умовами третього роду на 

бічній границі. Такі задачі, зокрема, виникають при моделюванні роботи 

ґрунтового теплообмінника.  Проведені числові експерименти дозволяють 

робити висновки про вплив параметрів теплообмінника, сезонної зміни 

температури ґрунту та його фізичних характеристик на ефективність відбору 

ґрунтового тепла.  За результатами чисельних розрахунків, отримано, як і 

очікувалось, що ґрунти із вмістом води дозволяють отримати більший приріст 

теплової енергії порівняно із сухими піщаними та глинястими. Із збільшенням 

довжини трубки горизонтального теплообмінника відбувається приріст 

теплової енергії, але при перевищенні деякого критичного значення суттєво 

приросту не спостерігається, однак збільшуватимуться витрати електричної 

енергії на перекачування рідини по трубці.  
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РОЗДІЛ 3 

МОДЕЛЮВАННЯ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ ПРОЦЕСІВ 

КОНВЕКТИВНО-ДИФУЗІЙНО-АДСОРБЦІЙНОГО 

МАСОПЕРЕНЕСЕННЯ В МІКРОПОРИСТИХ СЕРЕДОВИЩАХ 

 

Моделювання процесів масоперенесення в мікропористих середовищах є  

перспективним напрямком досліджень стосовно використання фільтрів з 

мікропористим завантаженням для очищення забруднених технологічних 

потоків. Такі матеріали забезпечують швидку фільтрацію через явно виражені 

порожнини. Підвищена пропускна здатність біпористих матеріалів дає 

можливість скоротити витрату енергії і зменшити розміри пристроїв для 

очищення води, а їх використання дозволить створювати відносно недорогі, 

швидкі і ефективні методики очистки зон забруднення. Здатність контролю і 

спрямованого дизайну  мікропористих матеріалів дає можливість збільшення 

ефективності їх використання. Одним з прикладів таких матеріалів є 

мікропористі вуглеводні матеріали, які ефективно поглинають органічні 

речовини з водних розчинів, а також піддаються регенерації, при чому сорбент 

не втрачає своїх властивостей, а продуктами регенерації є низькомолекулярні 

нетоксичні сполуки ( 2CO , 2H O , 2N ). 

Ще одним типовими середовищами частинок мікропористої структури є 

цеоліти. Вони являють собою алюмосилікати, у складі яких містяться 

лужноземельні метали, і відрізняються строго регулярною структурою пор, що 

за звичайних температурних умовах заповнені молекулами води. Якщо з 

цеоліту видалити воду, то його пори можуть бути знову заповнені водою або 

іншою речовиною, що й зумовлює їх широке використання в процесах 

осушування, очищення і розділення речовин. Поглинання речовини цеолітом 

відбувається в адсорбційних порожнинах. Проте, не всі речовини можуть 

проникати в ці порожнини, відповідно і поглинатися в них. Цеоліти є 

молекулярними ситами і часто використовуються для розділення речовин на 

основі не лише вибірковості адсорбції, а й різниці в розмірах і формі молекул 

[115]. 
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3.1. Асимптотичний метод розв’язання модельних сингулярно 

збурених задач процесу однокомпонентного масоперенесення 

в біпористих середовищах 

 

Розглянемо  прикладну задачу прогнозування поширення забруднюючої 

речовини в біпористому середовищі, тобто середовищі, частинки скелету якого 

самі володіють розвиненою пористою структурою і за рахунок цього 

адсорбують забруднення з потоку. Процес однокомпонентного конвективно-

адсорбційно-дифузійного масоперенесення в однорідному середовищі частинок 

мікропористої структури (рис. 3.1) описується системою диференціальних 

рівнянь вигляду (не зменшуючи загальності, розглянуто одновимірний 

випадок): 
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де  ,C x t  – концентрація в міжчастинковому просторі,  , ,U x r t  – 

концентрація в мікропористих частинках, l  – довжина  мікропористого 

середовища (фільтра), R  – радіус частинки,  0k   – константа адсорбційної 

рівноваги. 

 

Рис. 3.1. Мікропористе середовище 
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Коефіцієнти *D  та *D  відповідно характеризують швидкість протікання 

процесів дифузійного масоперенесення в міжчастинковому просторі та в порах 

частинок, а коефіцієнт *

*D  характеризує вплив внутрішньочастинкового 

дифузійного переносу на міжчастинковий. Вважаємо, що всі функції, які 

фігурують в умовах  (3.3)–(3.5) є достатньо гладкими та узгодженими між 

собою вздовж ребер та кутових точок даної області.  

Введемо безрозмірні величини наступним чином /x x l , /r r R , 

1/хрt t v l    , отримаємо: 

 
*2

* *

2

( )

1хр хр хр

D v x C D lC C U

rt xv l v x v R r

    
          

,  

 
* 2

2 2

2

2

хр

U l D U U

t v R r r r

    
  

     
, 

 
2 2

*

2

/ /

( / ) /хр

D м год м год

v l м год м м год

   
    

    
,  

*

* ( / )

( / )хр

D l м год м

v R м год м

  
  

  
, 

* 2 3

2 2 3

2

( / ) /

( / ) /хр

l D м м год м год

v R м год м м год

    
    

     
. 

Розглядається випадок превалювання конвективної складової 

масоперенесеня над дифузійною та масообмінною, тобто коли * 1

хр

D

v l Pe
  


 є 

малим параметром ( Pe  – число Пекле)  ( *( ) 0хрv v x v     ). Два інших 

параметри 
*

*

хр

D l

v R




 та 

*

2

хр

l D

v R




, взагалі кажучи, можуть бути довільними. Оскільки 

*
* 1
*

1

3(1 ) D
D

R






  [115], то, позначивши 

*

2

хр

l D

v R






, отримаємо  

*

* 1

1

3(1 )

хр

D l

v R






 



, де 1  – пористість середовища (наприклад, для цеолітів 

становить близько 50-65%), 2  –  пористість мікропористих частинок. Таким 
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чином, у випадку, коли   * 2

хрl D v R  , отримуємо систему з двома малими 

параметрами   та  . Далі оцінюємо відношення /  . Взагалі кажучи, можливі 

різні випадки співвідношення цих параметрів:     , де    – довільне 

дійсне число,   – додатне скінченне (не співмірне з даними параметрами) 

число. Зауважимо, що питання ідентифікації параметрів задач дифузії в 

біпористому середовищі, досліджено зокрема в [69, 152, 193].  Зокрема 

встановлено значення коефіцієнтів дифузії *D  та *D  наприклад, для бензену та 

гексану для деяких типів цеолітів, що є величинами порядку 510  та 1510  

2 /м год  відповідно.  За таких значень параметри   та   є величинами одного 

порядку. 

Отже, перейшовши до безрозмірних величин, отримаємо 

 
2

*

* *2
( )

1

CC C U
d v x d

rt x x r

 
   

         

,  (3.6) 

 
2

*

2

2U U U
d

t r r r


   
  

   
. (3.7) 

Асимптотичне наближення розв‟язку задачі шукаємо у вигляді 

асимптотичних рядів [14] (повернемось до позначень змінних , ,x r t , маючи на 

увазі, що це є обезрозмірені змінні): 

          0 1 0 1( , ) , , ... , , ,n

nC x t C x t C x t C x t П t П t           

  1 1

1... , ( , , ),n

n nП t R x t  

    (3.8) 

 1/ 2

0 0 1/ 2( , , ) ( , , ) ... ( , , ) ( , , ) ( , , )n

nU x r t U x r t U x r t F x t F x t          

 / 2 1 2

/ 2 1... ( , , ) ... ( , , ) ( , , , ),i n

i n nF x t F x t R x r t    

      (3.9) 

де  ,iC x t ,  , ,iU x r t  ( 0,i n ) – члени відповідних регулярних частин 

асимптотики,  ,iП t  ( 0, 1i n  ),  / 2 , ,iF x t  ( 0,2 1i n  )  – функції типу 

примежового шару в околах 1x   та 1r  , 1( )l x      і 1/ 2(1 )r      – 

відповідні регуляризуючі перетворення, 1

nR , 2

nR  – залишкові члени. 
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Підставляючи (3.8), (3.9) в (3.6)–(3.7) та прирівнявши коефіцієнти при 

однакових степенях   отримуємо для кожного 0,i n   такі задачі: 

 
2 ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ),

i i

i i

U x t g x t
t

U x h x

  

 





 

 (3.10) 

де 0 ( , , ) 0g x t  , 0 ( , ) 0h x   , 
2

*

1 12
( , , ) ( ( , , ) (2/ ) ( , , ))i i ig x t d U x t r U x t

r r
   

 
 

 
, 

( , ) 0ih x   ( 1,i n );  

 
1

1 2

( ) ( , ) ( , ) ( , ),

( ,0) ( ), (0, ) ( ),

i i i

i i i i

v x C x t C x t u x t
x t

C x w x C t w t


 

 
 

  

 (3.11) 

0 ( , ) 0u x t  , 1( ) 0iw x  , 2( ) 0iw t  , 1 0

0 0( ) ( )w x c x , 2

0 ( ) ( )w t c t , 

12
* 2

* 1 * 1 1 12

2

( , ) ( , ) ( ( ,1, ) ( ,1, ) ( ,1, ))i i i i
i

u x t d C x t d U x t F x t F x t
x r r r

  


   
   

   
.  

Поправки 
1

0

( , )
i

i

i

i

П П t 




  та 
2 2

2

0 2

( , , )
in

i

i

F F x t 




   будуються з метою 

задовольнити відповідно другу з крайових умов (3.4) та умови (3.5). 

Врахувавши співвідношення 
1

( )
x  

 
 

 
, 

2 2

2 2 2

1

x  

 


 
, 

1
( )

r  

 
 

 
, 

2 2

2 2

1

r  

 


 
, а також розклад функцій (1 )v  та 

2

1  
 в ряди Тейлора в 

околах 1x   та 1r   відповідно, отримаємо задачі для знаходження 

примежових функцій, аналогічно до [27]: 

 

 

2

* 2
( , ) (1) ( , ) ( , ),

0, ( ), ( , ) 0,

i i i

i i i

d П t v П t t

П t t П t


   
 

 


  
 

 
  


  

0 ( , ) 0t   , 2

1 1 1 2

1
( , ) ( , ) (1) ( , ) (1) ( , )

2
i i i it П t v П t v П t

t
       

 
  

  
    

  
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( )

0... ( 1) (1) ( , )i i iv П t 



  


 при 1, 1i n  , ( ) (1, )i it C t    при 0,i n ,  1( ) 0n t   ; 

 

2
*

2 2
( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) 0, ( ,0, ) ( , ), ( , , ) 0,

i i i

i i i

F x t d F x t x t
t

F x F x t x t F x t


    


  




  
 

 


   
 

  

0 ( , , ) 0x t   , 
2

* 1

1 2

( , , ) 2 ( , , )
i

m

i m
i

m

x t d F x t   








 


  при 1, 1i n  , 

( , ) ( ( , ) ( , ))i i ix t k C x t П x t    при 0,i n , 1 1( , ) ( ( , ))n nx t k П x t   ; 

 

2 2 1
* 1

2 1 12
12 2 2

1 1 1

2 2 2

( , , ) ( , , ) 2 ( , , ),

( , ,0) 0, ( ,0, ) 0, ( , , ) 0.

i
m

m
i i i

m

i i i

F x t d F x t F x t
t

F x F x t F x t



    
 

 





  


  


   
 

  


   
 



 

Розв’язки поставлених вище задач з точністю 2( )O   отримано у вигляді: 

( , , ) 0iU x r t  ,  0,1i  ; 
* 1 1

10

1

( ( ( )), ( ),
( , )

0 , ( ),

t
C f x t f x

C x t

t f x

 





 




 

 

1 1

1
1

01

1

1 1

1 1 10

( ( ( ) ( )), )

, ( ),
( )( , )

1
( , ( ( ))) , ( );

z

t

t
u f x f x x

dx t f x
v xC x t

t t
u t f f x dt t f x







  




 




   






 

 
 0

x
dx

f x
v x

  ,  1f x  – функція, обернена до функції  f x ; 

 *

(1)

1

0 * 0( , ) (1, ) (1)

v

d
П t d C t v e












, 

*

(1) 2 2
1 10 * 0 *

1 12

*

(1, ) (1, )
( , ) (1) ( (1) ( ) (1) ( ))

2 (1) (1) (1)

v

d C t d C t d
П t v e v v

d v v t v

  
  

 


  

    
  

, 



 

 

72 

 

 * * * *

(1) (1) (1) (1)

4 3 2

2 1 2 3 4 5( , )

v v v v

d d d d
П t e s e s e s e s s

   

    
   

     , 

де 
2

0
1 3

*

( (1))

(1)

v C
s

v d 

 



, 

2

1 0 1 0
2 2 2

* * * *

(1) (1) (1)
( 1)
2 (1) 3 (1) (1) 6 (1)

v v C v C
s

v d v d v d v d t

 

 

   
   

  
, 

2 2 3

0 1 0 1 0
3 2 3 3 2

* * *

3 (1) (1) 2 (1)
( 1)

(1) 2 (1) (1) 2 (1)

v v C v C C
s

v d v v d t v d t

 

  

    
   

    
, 

2

1 0
4 4

5 (1)

(1)

v C
s

v t





 
  

 
 

 
2 3

1 0

3 2

1
( 1)

(1) (1)

C

v v t






 

 
,   * *

(1) (1)

* 0 1 * 0
5 * 4 5

3 (1) 5 (1)
( )

(1) (1) (1)

v v

d dv d C v d C
s d e e

v v v t

 

 

   
    

  
 

*

(1)2 3

1 * 0

4 2

1
( 1)

(1) (1)

v

dd C
e

v v t






 

 
. 

Поправки  / 2 , ,iF x t  знайдено числовими методами, використовуючи 

неявні різницеві схеми [148, 149]. 

Для оцінки залишкових членів маємо задачу: 

2
1 1 1 1

1 * 12

2 2
2 * 2 2 1

2 22

1
1 1

2
2

0

( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ),

2
( , , , ) ( ( , , , ) ( , , , )) ( , , , ),

( ,0, ) 0, (0, , ) 0, 0,

0, ( ,1

n

n n n

n

n n n

n
n n

x l

n
n

r

R x t d R x t v x R x t b x t
t x x

R x r t d R x r t R x r t b x r t
t r r r

R
R x R t

x

R
R x

r

      

      

 









  
  

  

  
  

  


  








1 2, , ) ( , , ), ( , ,0, ) 0,n nt kR x t R x r  











  



 

де 1( , , )b x t   та 2( , , , )b x r t   – відомі функції, які є сумою добутків уже відомих 

членів рядів (3.8), (3.9), а також коефіцієнтів при   розкладу функції (1 )v   в 

ряд Тейлора в околі 1x  . Вимагаючи достатньої гладкості та узгодженості 

початкових і граничних умов, на основі принципу типу максимуму для рівнянь 

в частинних похідних приходимо до справедливості такого твердження: 

1 1( , , ) ( )n

nR x t O   , 2 1( , , , ) ( )n

nR x r t O   . 

Перевірку моделі на адекватність у випадку відсутності конвективного 

перенесення проведено, зокрема, в [115, 202-205]. 
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3.2. Ідентифікація параметрів нелінійних сингулярно збурених 

процесів конвективної дифузії в мікропористих середовищах 

 

Для описаного в п. 3.1 процесу, розглянемо обернену задачу ідентифікації 

дифузійних параметрів процесу, що описується рівняннями (3.1)–(3.2) з 

невідомими * ( )d a t  та * *( , )d a x t  за початкових та крайових умов (3.3)–(3.5), 

а також умов перевизначення [75, 76]: 

 *

*

0

( , )
( ) ( )

x

C x t
a t C t

x



 

 , * *

*

( , , )
( , ) ( , )

r R

U x r t
a x t U x t

r



 

 . (3.10) 

Функції ( )a t  та *( , )a x t , які є достатньо гладкими та обмеженими 

функціями, відповідно характеризують швидкість протікання процесів 

дифузійного масоперенесення в міжчастинковому просторі та в порах частинок 

і знаходяться з умов (3.2). Асимптотичне наближення розв‟язку задачі (3.1) –

(3.5), (3.10) шукаємо у вигляді асимптотичних рядів (3.8), (3.9) і 

       3

0 1( ) ... ( , ),n

n na t a t a t a t R t       (3.11) 

      * * * * 4

0 1( , ) , , ... , ( , , ),n

n na x t a x t a x t a x t R x t        (3.12) 

де  ia t ,  * ,ia x t  ( 0,i n ) – члени відповідних регулярних частин асимптотики, 

( )s

nR , 2,4s   – залишкові члени [15, 16, 29-31]. 

Підставляючи (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) в (3.1)–(3.5), та прирівнявши 

коефіцієнти при однакових степенях   отримуємо такі задачі для знаходження 

регулярних частин асимптотики для кожного 0,i n : 

 
2 ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ),

i i

i i

U x r t g x r t
t

U x r h x r







 

1

1 2

( ) ( , ) ( , ) ( , ),

( ,0) ( ), (0, ) ( ),

i i i

i i i i

v x C x t C x t u x t
x t

C x w x C t w t


 

 
 

  

 (3.13) 

21
*

( 1 ) ( 1 )2
0

2
( , , ) ( , )( ( , , ) ( , , ))

i

i m i m i m

m

g x r t a x t U x r t U x r t
r r r



   



 
 

 
 , ( , ) 0ih x r   при 

0i  , 0 ( , , ) 0g x r t  , 0

0 0( , ) ( , )h x r U x r , 
21

( 1 )2
0

( , ) ( ) ( , )
i

i m i m

m

u x t a t C x t
x



 




 


  
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1

* 2
* 1 1 1

2

( ( , , ) ( , , ) ( , , ))i i
i

d U x R t F x R t F x R t
r r r

 


  
  

  
, 1( ) 0iw x  , 2( ) 0iw t   при 

0i  , 0 ( , ) 0u x t  , 1 0

0 0( ) ( )w x c x , 2

0 ( ) ( )w t c t . 

Для знаходження коефіцієнтів дифузії мікро- та макросередовищ маємо 

рівності: 

  * 1

0 0, ( ( , , ) ( , , )) ( , )i ia x t U x R t F x R t x t
r r


 

 
 

,  

   2

0 0( (0, ) (0, )) ( )i ia t C t П t t
x x


 

 
 

, 

1 *

0 *( , ) ( , )x t q x t  , 2 *

0 *( ) ( )t c t  ,  
1

1 *

0

( , ) , ( ( , , ) ( , , ))
i

i m i m i m

m

x t a x t U x R t F x R t
r r




 



 
  

 
 , 

 
1

2

0

( ) ( (0, ) (0, ))
i

i m i m i m

m

t a t C t П t
x x




 



 
  

 
  при 1,i n .  

Поправки ( , )pП t  ( 0, 1p n  ) та 
2

( , , )jF x t  ( 0,2 2j n  ) знаходяться в 

результаті розв‟язання таких задач: 

 

 

2

0 2
( ) ( , ) (1) ( , ) ( , ),

0, ( ), ( , ) 0,

p p p

p p p

a t П t v П t t

П t t П t


   
 

 
 

  
 

 

  



 

де 0 ( , ) 0t   , 0 0( ) ( , )t C l t



 


, при 1,p n , ( ) (1, )p pt C t




 


, ( , )p t    

2 1 ( )

1 1 2
1 1

( 1) (1)
( , ) ( ) ( , ) ( , )

!

m mp p
m

p m p m p m

m m

v
П t a t П t П t

t m
    

 



  

 

   
  

  
  , 

1
*

1 1 1 *2
1

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ,0, )
n

n n m n m n

m

t П t a t П t d F x t
t r

    




  



  
   

  
  

1 ( )1

1

1

( 1) (1)
( , )

!

m mn
m

n m

m

v
П t

m
 





 



 



 , 1( ) 0n t   ; 

 

*

0 / 2 2 / 2 / 22

/ 2 / 2 / 2 / 2

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) 0, ( ,0, ) ( , ), ( , , ) 0,

j j j

j j j j

a x t F x t F x t x t
t

F x F x t x t F x t


    


  
 

 
   


   

 
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2/ 2 1 / 2 1
* *

2 1 2
0 02 2

2/ 2 1 / 2 1/ 2
* *2

2 1 2
0 02 2

2
( , , ) ( , , ), ,

( , , )
2

( , , ) ( , , ), ,

j j

m j m m j
m

m m

j j j

m j m m j
m

m m

a F x t a F x t при j парне

x t

a F x t a F x t при j непарне

 
  

 

 
  

 

 


 

 

 


 

  


 
 

  
  

 

 

 

0 ( , , ) 0x t   , 0 0 0( , ) ( ( , ) ( , ))x t k C x t П x t   , 1 1

2

2
( , , ) ( , , )n

n
x t F x t  





  , 

1 1( , ) ( , )n nx t kП x t   . 

Аналогічно до п. 3.1, отримуємо розв‟язки поставлених вище задач у 

вигляді: 

 0

0 0( , , ) ( , )U x r t U x r ,   

 

* 1 1

1

0

0 1

0 1

1

( ( ( )), ( ),

( , )

( ( ( ) )) , ( ),

t
C f x t f x

C x t
t

C f f x t f x

 








 




 


 

  
*

*
0

0

( )

( (0, ))x

c t
a t

C t



,  

*
* *
0

0

( , )
,

( ( , , ))r

U x t
a x t

U x R t



, 

 0

(1)

( )1

0 0 0( , ) ( ) (1, ) (1)

v

a t
П t a t C t v e












,  

 
2

*

1 0 02

2 0

1 2
( , , ) ( , )( ( , , ) ( , , ))

t

q x r t a x t U x r t U x r t dt
r r r

 
 

  , 

 

1 1

1
1

01

1

1 1

1 1 10

( , ( ( ) ( )))

, ( ),
( )( , )

1
( ( ( )), ) , ( ),

z

t

t
u x f x f x

dx t f x
v xC x t

t t
u f f x t dt t f x







  




 




   






 

  
 0 1

1

0

( (0, ))

( (0, ))

x

x

a t C t
a t

C t


 


,  

 *

* 0 1

1

0

, ( ( , , ))
,

( ( , , ))

a x t U x R t
a x t

U x R t


 


, 

 0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2

1 1 2 3( , ) ( ) ( ) ( )

v l v l v l

a t a t a t
П t t e t e t e

  

     
  

   , 

де 
2

1 0 0 1 0 0
1 1 1 02 2

0

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( , ) ( ( )) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )

t ta t a t a t a t v l
t C l t a t C l t

v l v l a t v l

 


 

   
      

 
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2 2

1 0
03

( )
( , )

( )

a t
C l t

v l t








 
, 0 1 0 1 0 1

2 02 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )

t ta t v l a t a t a t
t C l t

v l v l a t a t

 




   
    


 

 
2

1 0
02

( )
( , )

( )

a t
C l t

v l t








 
, 3 0

( )
( ) ( , )

2 ( )

v l
t C l t

v l




 



. 

Легко бачити, що 0

( )
1

( )

2

0

( , ) ( ) , 1, 1,

v l

a t
П t t e n

 





   
 



     де всі   

визначаються через ( )h h   та граничні умови. 

Поправки  
2

, ,jF x t  ( 0,4j  ) та задачі для оцінки залишкових членів 

отримуються аналогічно до п. 3.1. 

У випадку, коли невідомими є функція адсорбційної рівноваги *

* ( )d d t  

та коефіцієнт впливу дифузії в пористих частинках на дифузію в 

міжчастинковому просторі ( )k k t  при наявності умов перевизначення: 

 *

*

0

( ) ( , , ) ( )

l

d t U x R t dx D t , *

*

0

( ) ( , ) ( )

l

k t C x t dx K t , (3.14) 

розв‟язок задачі з точністю 1( )nO    шукаємо у вигляді асимптотичних рядів 

(3.8), (3.9) та 

   3

0

( ) ( , ),
n

i

i n

i

d t d t R t 


   (3.15) 

   4

0

( ) ( , )
n

i

i n

i

k t k t R t 


  . (3.16) 

Після виконання процедури підстановки та прирівнювання, отримаємо 

задачі (3.13), де 0 ( , , ) 0g x r t  , 0

0 0( , ) ( , )h x r U x r , 0 ( , ) 0u x t  , 1 0

0 0( ) ( )w x C x , 

2

0 ( ) ( )w t C t , 
2

*

1 12

2
( , , ) ( ( , , ) ( , , ))i i ig x r t d U x r t U x r t

r r r
 

 
 

 
, ( , ) 0ih x r  , 

2 1

* 1 1 12
0

( , ) ( , ) ( )( ( , , ) ( , , )
i

i i m i m i m

m

u x t d C x t d t U x R t F x R t
x r r



    



  
   

  
  

1

2
1

2

( , , ))
i m

F x R t
r


 





, 1( ) 0iw x  , 2( ) 0iw t   при 1,i n .  



 

 

77 

 

Коефіцієнт внутрішньочастинкового дифузійного перенесеня на 

міжчастинковий та функцію адсорбційної рівноваги знаходимо в процесі 

розв‟язання наступних задач, що отримуються шляхом підстановки рядів (3.8), 

(3.9), (3.15), (3.16) в (3.14) прирівнювання коефіцієнтів при однакових 

степенях : 

  
1 1

2
0 0 1

20

( ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, )) ( )i id t U x R t F x t F x t dx t    ,   

   0 0

0

( ( , ) ( , )) ( )

l

i ik t C x t П t dx t   ;  

*

0 *( ) ( )t D t  , *

0 *( ) ( )t K t  ,    
11

0 0

( ( , , ) ( ,0, )
i

i m i m i m

m

t d t U x R t F x t


 



      

1

2
1

2

( ,0, ))
i m

F x t dx
 

 ,  
11

0 0

( ) ( ( , ) ( , ))
i

i m i m i m

m

t k t C x t П t dx 


 



    , при 1,i n . 

Примежові функції 
1

0

( , )
n

p

p

p

П П t 




  та 
2 2

2

0 2

( , , )
jn

j

j

F F x t 




   будуються 

аналогічно до п.3.1: 

 

 

2

* 2
( , ) (1) ( , ) ( , ),

0, ( ), ( , ) 0,

p p p

p p p

d П t v П t t

П t t П t


   
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 
 

  
 

 

  



  

0 ( , ) 0t   , 0 0( ) ( , )t C l t



 


, 1 1 1( , ) ( , ) (1) ( , )p p it П t v П t

t
     


 

 
  
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2 ( )

2 0

1
(1) ( , ) ... ( 1) (1) ( , )

2

i i i

iv П t v П t   
 



 
   

 
 ( 1, 1p n  ), ( ) (1, )p pt C t




 


 

( 1,p n ), 1( ) 0n t   ; 

 

2
*

/ 2 2 / 2 / 22

/ 2 / 2 / 2 / 2

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) 0, ( ,0, ) ( , ), ( , , ) 0,
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j j j j
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t
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
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

  
 

  
 

 

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 

  

де 0 ( , , ) 0x t   , 0 0 0 0 0( , ) ( )( ( , ) ( , )) ( , , )x t k t C x t П t U x R t    , 
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* 1

/ 2 ( ) / 2

1

( , , ) 2 ( , , )
j

m

j j m

m

x t d F x t   









 


  при 0,2 2j n  , 

/ 2

02 2 2 2

( , ) ( )( ( , ) ( , )) ( , , )
j

j m j j j
m m

m

x t k t C x t П t U x R t 
 



   , 

1 0 1 1 1

1

( , ) ( ) ( , ) ( )( ( , ) ( , ))
n

n n m n m n m

m

x t k t П t k t C x t П t       



   . 

Регулярні частини асимптотики в даному випадку будуть такі ж. Для 

примежових функцій та членів ряду (3.15)–(3.16) отримано такі вирази: 
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
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,   

  
*

*
0 1 1

2
0 0 1

20

( )

( ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, ))

D t
d t

U x R t F x t F x t dx



 

, 

 *

(1) 2
1 *

1 0 2

*

( , ) (1) ( (1) (1, )( )
2 (1) (1)

v

d d
П t v e v C t

d v v

  





 

   


 

  
2

1 *
1 0(1) (1, )( ))

(1)

d
v C t

t v
 



 
 

 
, 

  

1

0 1 1

0
1 1

0 0

0

( ) ( ( , ) ( , ))

( ( , ) ( , ))

k t C x t П t dx

k t

C x t П t dx







 







,  

 

1 1

2
0 1 1 3

20
1 1 1

2
0 0 1

20

( ) ( ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, ))

( ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, ))

d t U x R t F x t F x t dx

d t

U x R t F x t F x t dx





 

 

 





. 

Зауважимо, що запропонована методологія асимптотичного розвинення 

розв‟язку задачі (3.6)–(3.7) та ідентифікації її параметрів також може бути 

поширена на випадки інших співвідношень між параметрами   та  . 
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3.3.  Математичне моделювання просторових сингулярно 

збурених процесів конвективно-дифузійного масопере-

несення в багатошарових біпористих середовищах 

 

Суттєво покращити показники очищення технологічних потоків дозволяє 

застосування багатошарових середовищ, кожен шар яких складається з різних 

за розміром та фізико-хімічними характеристиками частинок мікропористої 

структури з використаням принципу фільтрації в напрямку спадної крупності 

завантаження. Складність теоретичного опису властивостей неоднорідних 

середовищ з математичної точки зору пов'язана з тим, що фізичні процеси в 

таких середовищах описуються сингулярно збуреними крайовими задачами, 

коефіцієнти яких швидко змінюються на межах розділу різних компонентів 

матеріалу. Крім того, необхідно враховувати граничні умови на всіх поверхнях 

контакту, які в свою чергу також можуть змінюватися в процесі зовнішнього 

впливу. 

Розглянемо модельну задачу процесу масоперенесення забруднюючих 

речовин у багатошаровому кусково-однорідному водонасиченому двопо-

ристому середовищі – криволінійному паралелепіпеді G ABCDA B C D   
z

, що 

розділяється еквіпотенціальними поверхнями j j j jE F F E   ( 1, 1j m  ) на m  

підобластей 1

1 1 1 1G ABF E A B F E   
z

 (рис. 2.2.а), ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

j

j j j j j j j jG E F F E E F F E       
z

, 

1 1 ( 1) ( 1)

m

m m m mG E F CDE F C D       
z

, 2, 2j m  . Середовище характеризується 

різними коефіцієнтами фільтрації   , , , , 1,j

j x y z G j m   
z

, пористості 

  , , , , 1,j

j x y z G j m   
z

 і дифузії   , , , , 1,j

j jD D d x y z G j m    
z

 

міжчастикового простору, а кожна з підобластей складається з мікрочастинок 

різного розміру ( jR – радіус мікрочастинок в j -му шарі) та структури, що 

характеризується відповідно коефіцієнтами пористості 

  * *, , , , 1,j

j x y z G j m   
z

, дифузії   * * * , , , , 1,j

j jD D d x y z G j m    
z

 в 

мікрочастинках та коефіцієнтами впливу внутрішньочастинкового переносу на 
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міжчастинковий   , , , , 1,j

j jS S s x y z G j m    
z

 і адсорбційної рівноваги 

  , , , ,jjk k x y z G 
z

 1,j m , де j , j , jd , *

j , *

jd , js , jk  – деякі дійсні 

додатні числа ( 1,j m ),   – малий параметр. Відповідна модельна задача в 

області (0, ) (0, )G R  
z

 описується системою рівнянь  

  
j

j

r R

j

j j j j j

CU
div D grad C v grad C S

r t




    


 
,  (3.17) 

 

2

* *

2

2
( )

j j j

j j

U U U
D

r r r t


  
 

  
 (3.18) 

з початковими та граничними умовами  

   0

0
, , , ( , , )j j

t
C x y z t C x y z


 ,  1 ,ABB AC C M t

   , *( , )m
CDD C

C C M t
 

 ,  

**( , )j j
BCC B

C C M t
 

 , **( , )j j
ADD A

C C M t
 

 , ***( , )j j
ABCD

C C M t , 

 
* * * *

***( , )j j
A B C D

C C M t , (3.19) 

   0

0
, , , , ( , , , )j j

t
U x y z r t q x y z r


 ,    , , , , , , ,j j j

r R
U x y z r t k C x y z t


 ,  

 

0

( , , , , )
0

j

r

U x y z r t

r






   (3.20) 

і умовами узгодженості на еквіпотенціальних поверхнях j j j jE F F E   ( 1, 1j m  ): 

 1
j j j jj j j j

j j E F F EE F F E
C C

    
 ,  

 
1

1 1

j j j j j j j j

j jj j

j n j j n j

E F F E E F F E

C C
D v C D v C

n n
     



 

    
            

. (3.21) 

При цьому відповідна фільтраційна задача описується рівняннями (3.22) з 

крайовими умовами (3.23) та умовами узгодженості (3.24):  

 v grad   , 0div v  , (3.22) 

 ABB A 
   , CDD C 

 

 , 0ADD A BCC B
n


   





, 0ABCD A B C D

n


   





, (3.23) 

 
j j j j j j j j

jE F F E E F F E
  

     



  , 1j j j j j j j jj n E F F E j n E F F E   
     

    .   (3.24)  
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                                    а)                                                    б) 

Рис.2.2. Просторова фізична область G
z

 (а) та відповідна їй  

область комплексного потенціалу wG  (б) при 3j   

 

Тут  , , ,jC x y z t  – концентрація забруднень в міжчастинковому просторі, а 

 , , , ,jU x y z r t  – концентрація у внутрішньочастинковому просторі в j -му шарі, 

  і ( , , )x y zv v v v  – відповідно потенціал (квазіпотенціал) і вектор швидкості 

фільтрації (0   

    , 2 2 2

*( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x y zv v x y z v x y z v x y z v     ), 

  і   – довільні дійсні додатні числа, n  – зовнішня нормаль до відповідної 

поверхні, M  – довільна точка відповідної поверхні, j

nv  – нормальні складові 

швидкості на відповідних поверхнях розділу j j j jE F F E   ( 1, 1j m  ), j

  – 

невідомі значення потенціалу на відповідних поверхнях розділу j j j jE F F E  , 

*

* 1 2 10 ... m      

          . Всі функції, які фігурують в умовах (3.19) – 

(3.21) є достатньо гладкими та узгодженими між собою вздовж ребер та 

кутових точок даної області, а також на поверхнях j j j jE F F E   ( 1, 1j m  ) 

розділу підобластей. 

Шляхом введення пари функцій  , ,x y z  ,  , ,x y z   (просторово 

комплексно спряжених із функцією  , ,x y z ) таких, що 

grad grad grad       [18] i заміною останніх чотирьох з граничних умов 

(3.19) на умови: 0ADD A
 

 , BCC B Q
   , 0ABCD  , A B C D Q

   

 , задача 
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(3.22)–(3.23) замінюється більш загальною прямою задачею на знаходження 

просторового аналогу конформного відображення області G
z

 на відповідну 

область комплексного потенціалу   , , :G    
w

w    

   , 0 Q   , 

0 Q    (рис. 2.2,б), де j

  ( 1, 1j m  ), Q , Q  – невідомі параметри, 

Q Q Q

   – повна фільтраційна витрата. Припустимо, що ця задача є 

розв‟язаною [18], зокрема, знайдено поле швидкостей v  і параметри j

  

( 1, 1j m  ), Q , *Q , Q . Здійснивши заміну змінних  , ,x x    , 

 , ,y y    ,  , ,z z     у рівняннях (3.17), (3.18) та умовах (3.19)–(3.20)  

отримаємо відповідну “дифузійну задачу” для області w (0, ) (0, )G R   : 

 
2

11 12 21 22( )j j j j j j

j

v
d C b C b C b C b C    


        

 
2

1
j

j j j r j tr R
j

v
C s U C  

 
     , (3.25) 

 * *2
j j rr j r j j td U U U

r
 

 
    

 
, (3.26) 

   0

0
, , , ( , , )j jt

C t C     

 ,   1 *( , , , ) , ,C t C t     , *

*( , , )mC C t
 

 


 ,  

 **0
( , , )j jC C t


 


 , 

*

**( , , )j jQ
C C t


 


 ,  

 ***0
( , , )j jC C t


 


 , 

*

***( , , )j jQ
C C t


 


 , (3.27) 

   0

0
, , , , ( , , , )j jt

U r t q r     

    , , , , , , ,j j jr R

U r t k C t     

 , 

 
0

( , , , , )
0

j

r

U r t

r

  







, (3.28) 

    , , , , , ,j jC t C t      

     ( 1, 1j m  ), 

    , , , , , ,j j j jD C t C t        

   
      

    1 1, , , , , ,j j j jD C t C t        

     
    , (3.29) 
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де         , , , , , , , , , , , ,j j jC C t C x y z t             , інші функції 

інтерпретуються аналогічно;   2 2 2

1,1 1,1 , , x y zb b            ,  1,2 1,2 , ,b b      

2 2 2

x y z      ,  2,1 2,1 , , xx yy zzb b            ,  2,2 2,2 , , xx yy zzb b            . 

Наближення розв’язку задачі (3.25)–(3.29) з точністю 1( )nO    шукаємо у 

вигляді асимптотичних рядів: 

 
1 1 1 2 1

/ 2

, 1, , 2, , 3, , / 2

0 0 0 0 0

n n n n n
i i i i i

j j i j j i j j i j i j i

i i i i i

C C I P I P I П Р    
   

    

                   

 
2 1 2 1 2 1

/ 2 / 2 / 2

, / 2 , / 2 , / 2 , 1

0 0 0

n n n
i i i C

j i j i j i j n

i i i

Г Н E R  
  



  

         , (3.30)  

 
2 1

2
, , , 1

0 0

,
in n

i U

j j i j i j n

i i

U U F R 




 

     1,j m . (3.31) 

Тут , , ( , , , )j i j iC C t   ,  , , , , ,j iU r t    ( 1,j m , 0,i n ) – члени регулярних 

частин асимптотик, , , ( , , , )j i j i jP P t    ( 1, 1j m  , 0, 1i n  ), 

, , 1( , , , )j i j i jP P t    ( 2,j m , 0, 1i n  ) – функції типу примежового шару в 

околах j 

  ( 1, 1j m  ) (поправки в околах поверхонь j j j jE F F E 
     

( 1, 1j m  ) розділу підобластей jG
w

 ( 1, 1j m  )) [44-46], ( , , , )i iП П t    

( 0, 1)i n   – функції типу примежового шару в околі    (поправки на 

виході фільтраційної течії),  , / 2 , / 2 , , ,j i j iP P t   ,  , / 2 , / 2 , , ,j i j iГ Г t   , 

 , / 2 , / 2 , , ,j i j iH H t   ,  , / 2 , / 2 , , ,j i j iE E t    ( 1,j m , 0,2 1i n  ) – функції 

типу примежового шару відповідно в околах 0  , *Q  , 0  , Q  , що 

враховують вплив “бічних джерел забруднень”, ( ) /j j   

  , 

( ) /j j   

   ( 1, 1j m  ), ( ) /     , /   , *( ) /Q    , 

/   , ( ) /Q     – відповідні їм регуляризуючі перетворення 

(розтяги), , , ( , , , , )j i j i jF F t     ( 1,j m , 0,2 1i n  ) – функції типу 

примежового шару в околі jr R  ( ( ) /j jR r   ), , 1 , 1( , , , , )C C

j n j nR R t     , 
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, 1 , 1( , , , , , )U U

j n j n jR R t       ( 1,j m ) – залишкові члени (їх оцінка 

встановлюється із використанням принципу максимуму), 1,1 0I  , 1, 1jI   

( 2,j m ), 2, 0mI  , 2, 1jI   ( 1, 1j m  ), 3, 1mI  , 3, 0jI   ( 1, 1j m  ). 

Підставляючи (3.30), (3.31) в (3.25)–(3.29), та прирівнявши коефіцієнти 

при однакових степенях   отримуємо для кожного такі задачі для знаходження 

регулярних частин асимптотики: 

 

2
1, 1, 1

1 1,

1

1 2

1, 1, 1, 1,

( , , , ), 0, ,

( , , ,0) ( , , ), ( , , , ) ( , , ),

i i

i

i i i i

C Cv
g t i n

t

C u C t u t

   
 

          

 
  

 
  

 (3.32) 

 

2
, , 1

,

1 * *

, , , * ( 1) 1, * ( 1)

( , , , ) ( 2, , 0, ),

( , , ,0) ( , , ), ( , , , ) ( , , , ),

j i j i

j j i

j

j i j i j i j j i j

C Cv
g t j m i n

t

C u C t C t

   
 

             

 
   

 


 

 (3.33) 

 1

,0( , , , ) 0jg t    , 1 0

,0( , , ) ( , , )j ju C      ( 1,j m ), 2

1,0( , , ) ( , , )u t C t    ,  

2 2 22
, 1, 1 , 1 , 1 , 1 , 11

, 1,1 1,2 2,1 2,22 2 2 2
(

j ij i j i j i j i j i

j i j j

j

UC C C C Cv
g d b b b b s

r     

    
      

              

  

 
, 1 , 1/ 21/ 2 )

j

j i j i

r R

F F

r r


 



 
 

 
 ( 1,j m , 1,i n ), 1

, ( , , ) 0j iu      ( 1, , 1,i n j m  ), 

2

1, ( , , ) 0iu t   ( 1,i n ); 

  

2

2 , ,

3

, ,

( , , , , ) ( , , , , ),

( , , , ,0) ( , , , ),

j i j i

j i j i

U r t g r t
t

U r u r

      

     





 

     (3.34) 

2

,0( , , , , ) 0jg r t    , 3 0

,0( , , , ) ( , , , )j ju r U r      , 

2

, 12 *

, 2
( , , , , ) (

j i

j i j

U
g r t d

r
  


 


 

, 12
)

j iU

r r





,  3

, ( , , , ) 0j iu r    , ( 1,i n , 1,j m ). 

Розв‟язки цих задач отримано у вигляді:  

 
1,0 ( 1)

,0 0 1

0

( , , , ( , , )), ( , , ),
( , , , )

( ( ( , , ) , , ), , ), ( , , ),

j j j j

j

j j j

C t f t f
C t

C f f t t f

        
  

         



  



  
 

 
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 0

,0( , , , , ) ( , , , )j jU r t U r      ,   

( 1)

1

,

2

, 1, ( 1)

1 1

,

0

( , , , ( , , ) ( , , ))

( , , )

( , , , ) ( , , , ), ( , , ),

1
( ( ( , , ) , , ), , , ) , ( , , ),

j

j i j j

j

j

j i j i j j

t

j i j j j

j

g f t f
d

v

C t C t t f

g f t f t t dt t f





        
 

  

        

         



 



  



  





  

    







  

2
*

, , 1 , 1* 2

0

1 2
( , , , , ) ( ( , , , , ) ( , , , , ))

t

j i j j i j i

j

U r t d U r t U r t dt
r r r

        


 

 
 

  , 

де 

( 1)

2
( , , )

( , , )
j

j j j

d
f

v






    

  
 

   – час проходження відповідними частин-

ками від точки  ( 1) ( 1) ( 1) 1 1 ( 1) ( 1)( , , ), ( , , ), ( , , )j j j j j j jx y z E F F E          

             

до точки  ( , , ), ( , , ), ( , , ) jx y z G         
z

 вздовж відповідної лінії течії 

( 2,j m ), 1

jf   ( 2,j m ) – функції, обернені відповідно до jf  ( 2,j m ) 

відносно змінної   (такі функції існують, оскільки 2( , , )v     – неперервно-

диференційовна, обмежена, додатньо-визначена функція, а j , j  ( 2,j m ) – 

додатньо-визначені сталі).  

Для знаходження примежових поправок ,j iП  ( 0, 1, =1, )i n j m   в околі 

ділянки    одержано такі задачі: 

 
 

     

2

3

2

4

, , , ,

, , , 0, 0, , , , , ,

iП

i

m m i

i i i

П
d g t

П t П t u t


   
 

      


  
  

 
  


 (3.35) 

де   4

0 , , , 0g t    ,      4

0 ,0, , , , , , ,mu t C t C t         ,  4

1 , , ,g t     

2 2

0 1 0 1 0

2 2 2( , , )

m
m m

m m

П V П V П
d

v t




      

   
   

   
,    4

,, , , , ,i m iu t C t      , 
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 
2 2

4

12 2 2
1

, , ,
( , , )

i
m s i s s i s

i m i m

s m m

V П V П
g t П d

v t


   

      
 




    
         

   

2 22
2 2 2 2

1,1, 2,1, 1,2, 2,2,2 2
0

i
i s i s i s i s

m s s s k

s

П П П П
d B B B B

   


       



    
     

    
  ( 2, 1)i n  , 

 4

1 , , 0nu t   , sV , 1,1,sB , 1,2,sB , 2,1,sB , 2,2,sB  – коефіцієнти при s -тих степенях   

у розкладі відповідних функцій 2( , , )v      , 1,1( , , )b      , 

1,2( , , )b      , 2,1( , , )b      , 2,2( , , )b       у ряд Тейлора в околі 

  . 

У результаті їх послідовного розв’язання отримаємо: 

       0 0, , , , , , , ,

m

mdm

m

d
П t C t C t e




       



     , 

    4

0 0

1
, , , ( , , , ) , , ,

m m

m md d

i i i

m

П t e g t e d d C t
d

   

          



 

     
 
 
   ( 1,i n ), 

   4

1 1

0 0

1
, , , ( , , , )

m m

m md d

n n

m

П t e g t e d d
d

   

       


 

 
    

 
 
  . 

Для знаходження примежових поправок , , ( , , , )j i j i jP P t    ( 1, 1j m  , 

0, 1i n  ) та , , 1( , , , )j i j i jP P t    ( 2,j m , 0, 1i n  ) в околі ділянки на 

поверхні розділу шарів j j j jE F F E   ( 1, 1j m  ) отримаємо такі задачі: 

   

   

2

, , 1,1,5 6

, 1 1 ,2 2

, 1, , 1,

, ,

, ,

( , , , ) 0, ( , , , ) 0, 0, , , 0, , , ,

0, , , 0, , ,

j j

j i j i j ij i

j j j i j j j i

j j j j

j i j j i j s i j i

j j i j i

j j

P P PP
d g d g

P t P t P t P t

d C t P t

 

 
   

         

   
 



 

 
 

  
   

   

  

  


 
   

   

    

, ,

1 1, 1,

1 1, 1,

0, , , 0, , ,

0, , , 0, , ,

0, , , 0, , , ,( 1, 1, 1, ),

j j i j i

j j i j i

j j

j j i j i

C t P t

d C t P t

C t P t j m i n

    

   
 

    

  

  










     

 


   
    
    


    

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   

2 2

, 1 , 1 1, 1 1, 15 6

, 1 1 1 , 12 2

, 1 1, 1 , 1 1, 1

, 1

, ,

( , , , ) 0, ( , , , ) 0, 0, , , 0, , , ,

0,

j j

j n j n j n j n

j j j n j j j n

j j j j

j n j j n j s n j n

j j n

j

P P P P
d g d g

P t P t P t P t

d P

 

 
   

         




     

   

     
 



   
   

   

  




   

   

, 1

1 1, 1 1,

, , 0, , ,

0, , , 0, , , ,( 1, 1),

j j n

j j i j j i

j

t P t

d P t P t j m

   

    




   








  




     




 

де 5

,0 0jg  , 6

,0 0jg  , 

22

,0 ,0,0 ,1 ,15

,1 2 2 2( , , )

j jj j j j

j j j

j j jj j

P PP V V
g d

v t




     



  
       

,  

22

,0 ,01 1,0 ,1 ,15

,1 1 12 2 2
1 1( , , )

j jj j j j

j j j

j j jj j

P PP V V
g d

v t




     

 

 

  

  
   
    

, 

2

5

, 2( , , )

j

j i

j

g
v



  



   

2 22
, , , 2, 1 , , , 2

1,1, , 2,1, ,2 2
1 0

i i
j i s j i s j i sj i j s j s j i s

j j j j s j s

s sj jj j j

P P PP V V P
d d B B

t


     


     

 

      
               

 

 

2

, 2 , 2

1,2, , 2,2, ,2

j i s j i s

j s j s

P P
B B

 

   
 

    

, 

2

1 1, 1 , 1,6

, 12 2 2
1 1( , , )

i
j j i j s j i s

j i j j

sj j j

P V P
g d

v t




    

    


 

  
   
  

   

2
1,, 1, 2 1, 2 1, 2

1,1, , 2,1, , 1,2, ,2 2
01

i
j i sj s j i s j i s j i s

j j s j s j s

sj j

PV P P P
d B B B

   


          



    
     

    



1, 2

2,2, ,

j i s

j s

P
B



  





 ( 2, 1j m  , 1, 1i n  ), ,j sV , ,j sV , 1,1, ,j sB , 1,1, ,j sB , 1,2, ,j sB , 1,2, ,j sB , 

2,1, ,j sB , 2,1, ,j sB , 2,2, ,j sB , 2,2, ,j sB  ( 1, 1j m  ) – коефіцієнти при s -тих степенях   у 

розкладах функцій 2( , , )j jv     

   , 2( , , )j jv     

   , 1,1( , , )j jb     

   , 

1,1( , , )j jb     

   , 1,2( , , )j jb     

   , 1,2( , , )j jb     

   , 2,1( , , )j jb     

   , 

2,1( , , )j jb     

   , 2,2( , , )j jb     

   , 2,2( , , )j jb     

    у ряд Тейлора 

відповідно в околі j 

  ( 1, 1j m  ). 
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Розв‟язки відповідних задач мають наступний вигляд: 

 
 

   ,0 1 1,0 ,0

1

1
, , , 0, , , 0, , ,

2
j j j j j j

jj j j

P t d C t d C t      
  

 



  
  
  

    ,0 1 1,00, , , 0, , ,

j
j

jd

j j j jC t C t e




     
 

     ( 1, 1j m  ), 

   
   ,0 1 ,0 1 1,0

11 1

1
, , , 0, , , 0, , ,

2
j j j j j j

jj j j

P t d C t d C t      
  

  

 

  
  
  

    
1

1 1,0 ,00, , , 0, , ,

j
j

jd

j j j jC t C t e




     


    ( 2,j m ), 

   5

, ,

10 0

1 1
, , , ( , , , )

j jj

j jd d

j i j j i

j j j

P t e g t e d d
d

   

       
 





 
   

 
 
   

    , 1 1,0, , , 0, , ,j j i j j i

j j

d C t d C t   
 

 

  
    

 

    , 1 1,0, , , 0, , ,j j i j j iC t C t         ( 1, 1j m  , 1,i n ), 

  
1

6

, 1 ,

10 0

1 1
, , , ( , , , )

j jj

j jd d

j i j j i

j j j

P t e g t e d d
d

   

       
 

 





 
   

 
 
   

      1 1, , 1 1,

1 1

0, , , 0, , , 0, , ,j j i j j i j j i

j j

d C t d C t C t      
 

   

 

  
     

 

  , 0, , ,j j iC t    ( 2,j m , 1,i n ), 

   5

, 1 , 1

0 0

1
, , , ( , , , )

j jj

j jd d

j n j j n

j

P t e g t e d d
d

   

       


 

 
 
 
 
   ( 1, 1j m  ), 

  
1

6

, 1 1 , 1

0 0

1
, , , ( , , , )

j jj

j jd d

j n j j n

j

P t e g t e d d
d

   

       
 

  

 
 
 
 
   ( 2,j m ). 

Для врахування впливу бічних джерел забруднення будуємо поправки 

 , / 2 , , ,j iP t   ,  ( , / 2) , , ,j iГ t   , ( , / 2) ( , , , )j iH t   , ( , / 2) ( , , , )j iE t    

( 1,j m 0,2 1i n  ): 
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     

2

, ,2 7

1,1 ,2

7

, , ,

,0, ,0, , , , ,

( , , , ) 0, ( ,0, , ) ( , , ),

j i j i

j j i

j i j i j i

P P
b d v g t

P t P t u t


      
 

      


  
   

  


 (3.28) 

 
     

2

,, 2 8

1,1 * * ,2

8

, , ,

, , , , , , , ,

( , , , ) 0, ( ,0, , ) ( , , ),

j ij i

j j i

j i j i j i

ГГ
b Q d v Q g t

Г t Г t u t


      
 

      


 
   

  


 (3.29) 

 
     

2

, ,2 9

1,2 ,2

9

, , ,

, ,0 , ,0 , , , ,

( , , , ) 0, ( , ,0, ) ( , , ),

j i j i

j j i

j i j i j i

H H
b d v g t

H t H t u t


      
 

      


  
 

 
  


 (3.30) 

 
     

2

,,* 2 * 10

1,2 ,2

10

, , ,

, , , , , , , ,

( , , , ) 0, ( , ,0, ) ( , , ),

j ij i

j j i

j i j i j i

EE
b Q d v Q g t

E t E t u t


      
 

      


 
   

  


 (3.31) 

де  7

,0 , , , 0jg t    ,  
2

,0 ,0 ,07

1 1 1 12
, 11, 21,
2 2 2 2

, , ,
j j j

j j
j

P P P
g t V B d B d  

  

  
  

  
,  

 7

,
2

, , ,i
j

g t    

2

,( ) / 2 ,( ) / 2 ,( ) / 2

2
1,1, 2,1,

1 12 2 2

i i
j i s j i s j i s

i j i i

s s

P P P
V d B B

  

  

 

    
         
   

2 22 2 2
,( ) / 2 1 ,( ) / 2 1 ,( ) / 2 1

2 2
1,2, 2,2,

0 0 02 2 2

i i i
j i s j i s j i s

i i i

s s s

P P P
V B B

  

  
     

  

  
   

   
     ( 2,2 1i n  ) , sV , 

1,1,sB , 1,2,sB , 2,1,sB  і 2,2,sB  коефіцієнти при s -их степенях   в розкладі функцій 

2( , , )v    , 1,1( , , )b    , 1,2( , , )b    , 2,1( , , )b     і 2,2( , , )b     в 

ряд Тейлора в околі  0  , 7

,0 ** ,0( , , ) ( , , ) ( ,0, , )j j ju t C t C t         

( ,0)( ,0, , )jП t  ,  
, ,7
2 2

,
2

( ,0, , ) ( ,0, , ), якщо парне,

( , , )

0,якщо непарне, 1,2 1,

i i
j j

i
j

C t П t і

u t

і i n

   

 

 


 
  

 

 8

,0 , , , 0jg t    ,  
2

,0 ,0 ,08 * * *

1 1 1 12
, 1,1, 2,1,
2 2 2 2

, , ,
j j j

j j
j

Г Г Г
g t V B d B d  

  

  
  

  
,  



 

 

90 

 

 
2

,( ) / 2 ,( ) / 2 ,( ) / 28 * * *

2
, 1,1, 2,1,

1 12 2 2 2

, , ,
i i

j i s j i s j i s

i i j i i
j

s s

Г Г Г
g t V d B B  

  

  

 

    
         
   

  

2 22 2 2
,( ) / 2 1 ,( ) / 2 1 ,( ) / 2 1* * *

2 2
1,2, 2,2,

0 0 02 2 2

i i i
j i s j i s j i s

i i i

s s s

Г Г Г
V B B

  

  
     

  

  
   

   
   , 2,2 1i n  , *

sV , 

*

11,sB , *

12,sB , *

21,sB  і *

22,sB  коефіцієнти при s -их степенях   в розкладі функцій 

2

*( , , )v Q   , 1,1 *( , , )b Q   , 1,2 *( , , )b Q   , 2,1 *( , , )b Q    і 

2,2 *( , , )b Q    в ряд Тейлора в околі *Q  , 

8 ** * *

,0 ,0 ,0( , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , , )j j j ju t C t C Q t П Q t          ,  

* *

, ,8
2 2

,
2

( , , , ) ( , , , ), якщо парне,

( , , )

0,якщо непарне, 1,2 1,

i i
j j

i
j

C Q t П Q t і

u t

і i n

   
 

 


 
  

 

 9

,0 , , , 0jg t    ,  
2

,0 ,0 ,09

1 1 1 12
, 1,2, 2,2,
2 2 2 2

, , , ( )
j j j

j
j

H H H
g t V d B B  

  

  
  

  
,  

  ,( ) / 29

,
12 2

, , ,
i

j i s

i i
j

s

H
g t V  








 


  

2

,( ) / 2 ,( ) / 2

2
1,2, 2,2,

1 2 2

i
j i s j i s

j i i

s

H H
d B B

 

 



   
       

   

 

2 22 2 2
,( ) / 2 1 ,( ) / 2 1 ,( ) / 2 1

2 2
1,1, 2,1,

0 0 02 2 2

i i i
j i s j i s j i s

i i i

s s s

H H H
V B B

  

  
     

  

  
   

   
   , 2,2 1i n  , sV , 

1,1,sB , 1,2,sB , 2,1,sB  і 2,2,sB  коефіцієнти при s -их степенях   в розкладі функцій 

2( , , )v    , 1,1( , , )b    , 1,2( , , )b    , 2,1( , , )b     і 2,2( , , )b     в ряд 

Тейлора в околі 0  , 9

,0 *** ,0( , , ) ( , , ) ( , ,0, )j j ju t C t C t          

( ,0)( , ,0, )jП t  ,  
, ,9
2 2

,
2

( , ,0, ) ( , ,0, ), якщо парне,

( , , )

0,якщо непарне, 1,2 1,

i i
j j

i
j

C t П t і

u t

і i n

   

 

 


 
  

 

 10

,0 , , , 0jg t    ,  
2

,0 ,0 ,010 * * *

1 1 1 12
, 1,2, 2,2,
2 2 2 2

, , , ( )
j j j

j
j

E E E
g t V d B B  

  

  
  

  
, 

 
2

,( ) / 2 ,( ) / 2 ,( ) / 210 * * *

2
, 1,2, 2,2,

1 12 2 2 2

, , ,
i i

j i s j i s j i s

i i j i i
j

s s

E E E
g t V d B B  

  

  

 

    
         
   
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2 22 2
,( ) / 2 1 ,( ) / 2 1* *

2 2
1,1,

0 02 2

i i
j i s j i s

i i

s s

E E
V B

 

 
   

 

 
  

 
   

2
,( ) / 2 1*

2,1,
0 2

i
j i s

i

s

E
B




 






 
 , 2,2 1i n  , *

sV , 

*

1,1,sB , *

1,2,sB , *

2,1,sB  і *

2,2,sB  коефіцієнти при s -их степенях   в розкладі функцій  

2 *( , , )v Q   , *

1,1( , , )b Q   , *

1,2( , , )b Q   , *

2,1( , , )b Q    і 

*

2,2( , , )b Q    в ряд Тейлора в околі *Q  , 7 ***

,0( , , ) ( , ,j jw t C t      

** **

,0 ,0( , , , ) ( , , , )j jC Q t П Q t     , 

* *

, ,10
2 2

,
2

( , , , ) ( , , , ), якщо парне,

( , , )

0,якщо непарне, 1,2 1.

i i
j j

i
j

C Q t П Q t і

u t

і i n

   
 

 


 
  

 

Для функцій , / 2 ( , , , , )j iF t     отримуємо задачі: 

2
* 11

2 2
, , ,
2 2 2

11

, , , ,
2 2 2 2

( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , ),

( , , , ,0) 0, ( , , ,0, ) ( , , , ), ( , , , , ) 0,

i j i i
j j j

i i i i
j j j j

F t d F t g t
t

F F t u t F t



            


             




  
 

 


   
 


 

де 11

,0( , , , , ) 0jg t     , 
1

11 *

1
, ,

12 2

2
( , , , , ) ( , , , , )

si

i j is
j j

s

g t d F t
R


       













 ,  

 

1, 2, 3,
, , , ,
2 2 2 2

11

, , , , ,
2 2 2 2 2

, , , ,
2 2 2 2

(

( , , , ) ), якщо парне;

( ), якщо непарне;

j i j i j i j i
j j j j

i i i i i
j j j j j

j i i i i
j j j j

k C I P I P I П

u t P Г H E i

k P Г H E i

  


   




    

   


 

11

, 1 1, 2, 3,
, , , , , , ,
2 2 2 2 2 2 2

( , , , ) ( ).j n j j i j i j i i i i i
j j j j j j j

u t k I P I P I П P Г H E           

Застосована методика “розщеплення” вихідної задачі та конструкція 

побудови розв‟язку шляхом доповнення розв‟язку відповідної виродженої 

задачі різними поправками, зокрема поправками в околах поверхонь розділу 

шарів, дозволяє вперше отримати розв‟язок задачі (3.17)–(3.20)  із наперед 

заданою точністю. 

 



 

 

92 

 

3.4. Результати комп’ютерного моделювання сингулярно 

збуреного процесу конвективно-дифузійного масопере-

несенння в мікропористому середовищі 

 

В якості технічного об‟єкта для комп‟ютерного моделювання процесу, 

описаного в п. 3.1, вибрано каркасно-засипний фільтр довжиною 1l м , із 

засипкою частинок мікропористої структури розміром 510R м . Комп‟ютерне 

моделювання проволилось при наступних параметрах: 1010  , 2

* 1 /d м год , 

* 21 /d м год , *

* 0.3 /d м год , 1 0.7  , 2 0.8  , ( ) 1 /v x м год , 0.8k  , 

*

0.005cos((15 ) 0.005), /15,
( )

0.01, /15.

t t
C t

t

 



  
 


 

    

а) б) 

Рис.3.3.Розподіл концентрації в мікрочастинках 

 

На рис. 3.3,а зображено розподіл концентрації забруднюючої речовини в 

мікропористій частинці в моменти часу 0.5t год , 0.6t год , 0.8t год , 

1t год , 1.8t год  (криві 1-5 відповідно) з центром в точці з координатою 

0.2x  . Ці ж результати відображено на рис.3.3,б  при 0.6x  . 

Розподіл концентрації забруднюючої речовини в міжчастинковому 

просторі відображено на рис. 3.4. Так, крива 1 відповідає конвективній 
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складовій розв’язку, тобто без врахування адсорбції мікропористими 

частинками, а криві 2, 3, 4 – розв’язку ( , )C x t  в моменти часу 0.9t год , 

1t год , 1.5t год . Як показав експеримент, очищення відбувається до певного 

моменту часу (забруднення мікропористих частинок). При заданих умовах це 

0.9t год , після чого починає знижуватись інтенсивність очищення, хоча 

часинки ще не є повністю забруднені. Максимальне відхилення розрахованого 

значення концентрації на виході фільтра при заданих умовах з врахуванням 

адсорбції складає 14 %.  

      

Рис.3.4. Розподіл концентрації 

забруднюючої речовини в 

міжчастинковому просторі 

Рис. 3.5. Вплив коефіцієнта 

адсорбційної рівноваги на розподіл 

концентрації забруднюючої речовини 

в частинці при різних значеннях 

коефіцієнта масообміну 

 

На рис. 3.5  зображено розподіл концентрації забруднюючої речовини в 

мікропористій частинці з координатою 0.2x   в момент часу 0.5t   при 

1 0.8k  , 2 0.6k  , 3 0.4k  , 4 0.2k   (криві 1-4 відповідно). 

 Ідентифіковані в п. 3.2 значення коефіцієнтів дифузії в макро- та 

мікросередовищах зображено на рис.3.6. Так, на рис. 3.6,а наведено графік 

 0a t , а на рис. 3.6,б – графік  *

0 ,a x t  в мікропорах з координатами 0x  , 

0.57x  , 0.86x  , 1x   (криві 1-4 відповідно). 
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         а)                                               б)  

Рис.3.6. Ідентифіковані  коефіцієнти дифузії макро- (а) та мікросередовища (б) 

 

 

Рис. 3.7. Значення функції                        Рис.3.8.Значення коефіцієнта 

адсорбційної рівноваги                        впливу внутрішньочастинкового  

                                                            переносу на міжчастинковий 

 

На рис. 3.7 зображено графік шуканої функції адсорбційної рівноваги при 

*

* ( )K t . Зокрема крива 1 відповідає функції 0 1( ) ( ) ( )k t k t k t   при * 2
*1( ) 0.3

t

K t e , 

крива 2 – при *

*2

3
( ) 0.4 0.3sin(0.7 )

8
K t t


   , крива 3 – при *

*3( ) 0.4 0.1K t t  . 

Результат ідентифікації коефіцієнта впливу внутрішньочастинкового 

дифузійного переносу на міжчастинковий при різних значеннях *

* ( )D t  

зображено на рис.3.8. Зокрема крива 1 відповідає функції 0 1( ) ( ) ( )d t d t d t   

при *

*1( ) 1D t  , крива 2 – *

*2( ) 0.1 0.05ln( 1)D t t   , крива 3 – *

*3

1
( )

5

t
D t


 , крива 4 – 

*

*4( ) 0.5sin( )D t t . 
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Для проведення комп‟ютерного моделювання процесу масоперенесення 

забруднюючих речовин у двошаровому кусково-однорідному двопористому 

середовищі (п. 3.3), що характеризується різними коефіцієнтами фільтрації, 

пористості і дифузії та ін. використано ідеальний фільтраційний фон для 

області G
z

, обмеженої поверхнями 2

1( , , ) ( 20.9582786)f x y z x    

2 2 8822.56088033y z   , 2( , , )f x y z 2 2 2( 420.9582786)x y z      

8822.56088033 , 2 2

3( , , ) ( 200)f x y z x z   2( 615.536707) 418885.4382y   , 

2 2 2

4( , , ) ( 200) ( 615.53670744) 418885.4382f x y z x y z      , 5( , , )f x y z   

2 2 2 2 2

6( , , ) 160000 ( ( 400) ) 932548.33996f x y z y x x y z z       , вибрано 

положення поверхні розділу EFF E  : 2 2( , , ) ( 2604.7602859)f x y z x y       

2 7826680.261098z   [18]. При цьому перша підобласть складається з 

мікрочастинок радіусом 4

1 10R м , а друга – з  частинок  радіусом 

5

2 5 10R м   і розглянуто два випадки різного задання відповідних 

коефіцієнтів:  

1) 1 0.45 /м добу  , 2 0.3 /м добу  , 1 0.7  , 2 0.5  , 

2

1 0.008 /D м добу , 2

2 0.005 /D м добу , *

1 0.37  , *

2 0.48  , 1 0.8k  , 2 0.95k  , 

* 7 2

1 8 10 /D м добу  , * 7 2

2 6 10 /D м добу  , 1 0.005 /S м добу , 2 0.004 /S м добу ; 

2) 1 0.45 /м добу  , 1 0.375 /м добу  , 1 0.7  , 2 0.6  , 

2

1 0.008 /D м добу , 2

2 0.007 /D м добу , *

1 0.5  , *

2 0.8  , 1 0.8k  , 2 0.95k  , 

* 7 2

1 6 10 /D м добу  , * 7 2

2 4 10 /D м добу  , 1 0.01 /S м добу , 2 0.008 /S м добу . 

Відповідно побудовано розрахункові динамічні сітки 1G
z
 при * 7.14   , 

* 10.2  , 2G
z

 при * 7.9   , * 9.03  , які отримані в залежності від вибору 

задання відповідних коефіцієнтів при 1 2 20N n n   , 1 2 10n n  . Значення *  

та *  вибиралися так, щоб середня швидкість фільтрації вздовж двошарового 

біпористого середовища серv  була приблизно рівною 1 /м добу . Також для 

областей jG
z

 ( 1,2j  ) знайдено фільтраційні витрати, які відповідно становлять: 
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31.91 /Q м добу  та 32.38 /Q м добу , потенціали на поверхнях розділу 

3.06

   і 1.13

   та обчислено величини швидкостей фільтрації |v|  [19]. 

 

 

а)     б) 

Рис. 3.9. Розподіл концентрації забруднюючої речовини вздовж лінії течії 

4 4( , , )    для областей 1G
z
, 2G

z
 в моменти часу 1t доба (а) та 15t діб (б) 

 

На рис. 3.9 проілюстровано вплив дифузії та адсорбції на розподіл 

концентрації забруднюючої речовини в міжчастинковому просторі. Криві 1 та 2 

відповідають конвективній складовій 

*

1,0 4 4 *

0 4 4 *

2,0 4 4 *

( , , , ), ,
( , , , )

( , , , ),

C t
C t

C t

    
  

    

 
 



  

для областей 1G
z
 та 2G

z
, а криві 1

*
 та 2

*
 – розв‟язку 

*

1 4 4 *

4 4 *

2 4 4 *

( , , , ), ,
( , , , )

( , , , ),

C t
C t

C t

    
  

    

 
 



 для областей 1G
z
 та 2G

z
 відповідно в 

моменти часу 1t доба (а) та 15t діб (б) за таких умов: 

2 2 2 2
0 0 0
1 2( , , ) ( , , ) 0.1 0.01( 1) ( )

100 50
С С tg

   
     

 
    , 

2 2

*( , , ) 0.1 0.01 (0.02( 5 ))C t tg t       , 

0 0
100( )2

( , , , ) ( ( ) 1) ( , , )
j

j j j

j

r R
U r k arctg C

R
     




  . 
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а)     б) 

Рис.3.10. Розподіл концентрації забруднюючої речовини в мікрочастинках  

 

На рис. 3.10 зображено накопичення забруднюючої речовини в 

мікропористих частинках в першому шарі  1 5 1 4, , , ,U r t    (а) та в другому 

шарі  2 15 1 4, , , ,U r t    (б), де 5 3.39   , 15 4.52  , 1 2.9  , 4 3.14  , 4 0  . 

Криві 1-3 відповідають значенням концентрації забруднюючої речовини у 

виділених частинках в моменти часу 1t доба , 15t діб , 20t діб  в першому 

випадку задання коефіцієнтів (область 1G
z
), а криві 1

*
-3

*
 – в другому (область 2G

z
). 

 

 

а)     б) 

Рис. 3.11. Залежність розподілу концентрації забруднюючої речовини в 

міжчастинковому просторі від фізичних властивостей частинок 
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Вплив фізико-хімічних характеристик мікропористих частинок на 

розподіл концентрації забруднюючої речовини в області 1G
z
 проілюстровано на 

рис. 3.11. Зокрема досліджено вплив коефіцієнта впливу внутрішньо-

частинкового переносу на міжчастинковий в першій підобласті 1S  (рис.3.11,а)  

та коефіцієнта адсорбційної рівноваги в першій підобласті 1 0.8k   (рис.3.11,б) 

на розподіл концентрації забруднюючої речовини у міжчастинковому просторі 

за таких вхідних даних: 1 0.45 /м добу  , 2 0.3 /м добу  , 1 2 0.7   , 

2

1 2 0.008 /D D м добу  , * 8 2

1 10 /D м добу , * 6 2

2 10 /D м добу , 2 0.9k  , 

2 0.005 /S м добу , * *

1 2 0.3   , 5

1 2 10R R м  . 

Суцільна крива рис.3.11,а рис.3.11,б відповідає конвективній складовій 

процесу (відсутній вплив дифузії та адсорбції мікропористими частинками), 

крива 1 рис.3.11,а відповідає значенню 1 0.005S   крива 2 – 1 0.009S  , крива 3 

– 1 0.012S  , а на рис.3.11,б крива 2 відповідає значенню 1 0.4k  , крива 2 –

1 0.65k  , крива 3 – 1 0.87k   вздовж лінії течії 4 4( , , )    в момент часу 

15t діб .  

 

3.5. Висновки до третього розділу 

 

Побудовано алгоритм асимптотичного розвинення розв‟язків одного 

класу модельних нелінійних сингулярно збурених крайових задач 

однокомпонентного конвективно-адсорбційно-дифузійного масоперенесення в 

мікропористих середовищах.  

Сформовано математичну модель процесу однокомпонентного 

конвективно-адсорбційно-дифузійного масоперенесення в мікропористому 

багатошаровому середовищі за умов превалювання конвективної складової 

процесу над іншими складовими. Побудовано алгоритм асимптотичного 

розвинення розв‟язків відповідної модельної просторової нелінійної 

сингулярно збуреної крайової задачі у багатошаровому кусково-однорідному 
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водонасиченому біпористому середовищі – криволінійному паралелепіпеді, що 

розділяється на підобласті еквіпотенціальними поверхнями. Наведено 

результати комп‟ютерних розрахунків, що дозволяють оцінити вплив фізико-

хімічних характеристик процесу на розподіл забруднень в області.  

Слід зазначити, що незважаючи на малість швидкості протікання 

процесів дифузійного масоперенесення в порах частинок з часом вони суттєво 

впливають на розподіл концентрації в самій частинці та в усьому фільтрі, а 

отже, можливим є використання розглянутого мікропористого середовища з 

метою очищення певної речовини від забруднень. Використання 

асимптотичного методу для розв‟язання такого роду задач дало змогу 

розщепити складний процес на складові і дослідити кожну з них окремо.  
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РОЗДІЛ 4  

ЧИСЛОВО-АСИМПТОТИЧНІ МЕТОДИ ДОСЛІДЖЕННЯ 

ПРОЦЕСІВ БАГАТОКОМПОНЕНТНОГО 

ТЕПЛОМАСОПЕРЕНЕСЕННЯ В БІПОРИСТИХ СЕРЕДОВИЩАХ  

 

Характерною особливістю виробничих стічних вод є значна 

багатокомпонентність забруднень. Проведений у роботах [68, 73, 127, 129, 146, 

196] аналіз результатів досліджень свідчить про наявність складної структури 

взаємозалежностей різних факторів, що визначають процеси одно- та 

багатокомпонентного конвективно-дифузійно масоперенесення в пористих та 

мікропористих середовищах. 

Моделювання процесів тепломасоперенесення в мікропористих 

середовищах є перспективним напрямком досліджень стосовно прогнозування 

ефективності роботи очисних пристроїв, що поєднують адсорбційні, хімічні та 

теплові процеси. 

 

4.1. Моделювання сингулярно збурених процесів конвективно-

дифузійного масоперенесення двох сортів розчинних 

речовин у мікропористих середовищах  

 

 Нехай в біпористому середовищі відбувається процес конвективно-

дифузійного багатокомпонентного масоперенесення із адсорбцією розчинних 

речовин мікропористими частинками. Відповідну модельну задачу в області 

(0, ) (0, )G G R   
z

, де G ABCDA B C D   
z

 – однорідний криволінійний 

паралелепіпед (рис. 3.1), обмежений гладкими, ортогональними між собою в 

кутових точках та по ребрах, еквіпотенціальними поверхнями 

1{ : ( , , ) 0}ABB A f x y z   z ,  2{ : ( , , ) 0}CDD C f x y z   z  та поверхнями течії 

3{ : ( , , ) 0}ADD A f x y z   z , 4{ : ( , , ) 0}BCC B f x y z   z , 5{ : ( , , ) 0}ABCD f x y z z , 
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6{ : ( , , ) 0}A B C D f x y z     z  опишемо системою диференціальних рівнянь з 

початковими та граничними умовами [22, 117]:  

1 2
1 1 2 2 1 2 1

j

j j j j j

r R

CU U
D C D C v grad C S S

tr r
   



  
           

, (4.1) 

 
2 2

* *1 1 2 2
1 1 22 2

2 2
( ) ( )

j

j j

UU U U U
D D

r r r r r r t
  

   
   

    
, (4.2) 

   0

0
, , , ( , , )j j

t
C x y z t C x y z


 ,    0

0
, , , , ( , , , )j j

t
U x y z r t U x y z r


 , =1,2j , (4.3) 

  ,j ABB A jC C M t
   , *( , )j j

CDD C
C C M t

 

 , **( , )j j
BCC B

C C M t
 

 , 

 **( , )j j
ADD A

C C M t
 

 , ***( , )j j
ABCD

C C M t , ***( , )j j
A B C D

C C M t
   

 , 

       1 1 2 1, , , , , , ,j j j
r R

U x y r t k C x y t k C x y t

  , 

0

( , , , )
0

j

r

U x y r t

r






 , (4.4) 

 v grad  , 0div v  ,  

 , , 0,ABB A DCC D ADD A A D C B BCC B ADCB
n


   

           



   


  


 (4.5)  

де  , ,jC x y t  – концентрація j -го сорту забруднюючої речовини в 

міжчастинковому просторі,  , , ,jU x y r t  – концентрація j -го сорту забрудню-

ючої речовини в мікрочастинках, jsD  та *

jsD  – коефіцієнти дифузії в між- 

частинковому просторі та в мікрочастинках відповідно, jsS  – коефіцієнти 

впливу внутрішньочастинкового перенесення на міжчастинковий ( =1,2j , =1,2s ),  

jsk – коефіцієнти адсорбційної рівноваги,  R  – радіус мікрочастинки, 

      , , , , , , , ,x y zv v x y z v x y z v x y z  – вектор, а  , ,x y z   – потенціал швидкості 

фільтрації ( 2 2 2( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x y zv x y z v x y z v x y z     , 0   

    ) в 

точці  , ,x y zz , M , n  – біжуча точка та нормаль до відповідної поверхні   – 

малий параметр, 1 , 2  – коефіцієнти пористості відповідно макро- та 
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мікросередовища, 0( , , )jC x y z , 0( , , , )jU x y z r , ( , )jC M t  та інші функції, що 

фігурують в (4.4) достатньо гладкі функції, узгоджені між собою в кутових 

точках та по ребрах області G . 

Нехай задача (4.5) шляхом конформного відображення [18] wG G
z

 (або 

wG G
z
) є розв‟язаною, зокрема, знайдено поле швидкості 

 ( , , ), ( , , ), ( , , )x y zv v x y z v x y z v x y z , де  ( , , ) :wG w      *

* ,     

Q Q 

   , Q Q 

    – відповідна G
z

 область комплексного потенціалу, 

( , , )x y z  , ( , , )x y z   – функції течії (комплексно спряжені до 

( , , )x y z  ). Параметр 0

0Q Q Q   – потік через довільний поперечний переріз 

течії G
z

 ( 0Q Q Q

  , 0Q Q Q

   – потоки через відповідні горизонтальний 

та вертикальний прошарки) знаходиться в процесі розв‟язування цієї задачі. 

Тоді, здійснивши заміну змінних  , ,x x    ,  , ,y y    ,  , ,z z    , 

t t  у рівнянні (4.1), (4.2) та умовах (4.3), (4.4), приходимо до відповідної 

задачі для області wG : 

 

2 2 22
2 2

11 12 21 222 2 2
1

( )
s s s s s j

js

s

C C C C C C
D v b b b b v

     

     
     

     
  

 
1 2

1 2 1

j

j j

r R

U U C
S S

r r t
 



   
   

   
, (4.6) 

 

2

1 1 1 2* *

2 1 22 2

2 2j

j j

U U U U U
D D

t r r r r r r
  

       
                

, (4.7) 

   0

0
, , , ( , , )j jt

C t C     

 ,    0

0
, , , , ( , , , )j jt

U r t U r     

 , (4.8) 

 
*

j jC C
  

 ,
*

*

j jC C
 

 , 
*

**j jQ
C C

 
 , 

*

**

j jQ
C C

 
 , 

**
***j jQ

C C


 ,  

 
**

***

j jQ
C C


 ,      1 1 2 2, , , , , , , , , ,j j jr R

U r t k C t k C t        

  , 

 
0

( , , , , )
0

j

r

q r t

r

  







, (4.9) 
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        , , , , , , , , , , , ,j j jC C t C x y z t             , 

        , , , , , , , , , , , , , ,j j jU U r t U x y z r t             , 

        , , , , , , , , , , ,j jC t C x y z t               , 

        , , , , , , , , , , ,j jC t C x y z t               , 

        * * *, , , , , , , , , , ,j jC t C x Q y Q z Q t         , 

        * * *, , , , , , , , , , ,j jC t C x Q y Q z Q t         , 

        ** ** **, , , , , , , , , , ,j jC t C x Q y Q z Q t         , 

        ** ** **, , , , , , , , , , ,j jC t C x Q y Q z Q t         , 

        0 0, , , , , , , , , ,j jC C x y z            , 

        0 0, , , , , , , , , , , ,j jU r U x y z r            , 

        , , , , , , , , , ,v v v x y z             , 

  2 2 2

11 11 , , x y zb b          ,   2 2 2

12 12 , , x y zb b          ,  

 21 21 , , xx yy zzb b          ,  22 22 , , xx yy zzb b          . 

Розв‟язок останньої одержано у вигляді асимптотичних рядів: 

    
1

( , ) ( , )

0 0

( , , , ) , , , , , ,
n n

i i

j j i j i

i i

C t C t П t          


 

      (4.10) 

2 1 2 1 2 1

2 2 2

( , ) ( , ) ( , )
0 0 02 2 2

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
i i in n n

i i i
j j j

i i i

P t Г t H t           
  

  

       

 

2 1
12

,
( , )

0 2

( , , , ) ( , , , , ),
in

i j n
j

i

E t R t       




   

 
2 1

2
( , )

( , )
0 0 2

( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )
in n

i

j j i i
j

i i

U r t U r t F t           


 

     (4.11) 

 
2

, ( , , , , , ),j nR r t     

де  , , , ,j iC t   ,  , , , , ,j iU r t    ( 0,i n ) – члени відповідних регулярних 

частин асимптотики,  , , ,iП t    ( 0, 1i n  ) – функції типу примежового 
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шару в околі *   (поправки на виході фільтраційної течії із даного пласта 

wG ),  , / 2 , , ,j iP t   ,  , / 2 , , ,j iГ t   , , / 2( , , , )j iH t   , , / 2( , , , )j iE t   , 

 , / 2 , , ,j iF t     ( 0,2 1i n  ) – функції типу примежового шару відповідно в 

околах *Q  , *Q  , **Q  , **Q   та в околі r R , * 1( )       , 

1/ 2

*( )Q      , * 1/ 2( )Q      , 1/ 2

**( )Q      , ** 1/ 2( )Q      , 

1/ 2( )R r     – відповідні регуляризуючі перетворення, 1

,j nR , 2

,j nR  – 

залишкові члени. 

Підставляючи (4.10), (4.11) в (4.6)–(4.9), та прирівнявши коефіцієнти при 

однакових степенях   отримуємо для кожного такі задачі для знаходження 

регулярних частин асимптотики: 

 

2 1

, 1 , ,

1 2

, , , ,

( , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),

( , , ,0) ( , , ), ( ,0, , ) ( , , ),

j i j i j i

j i j i j i j i

v C t C t g t
t

C w C t w t

            


         

 
   

  

  (4.12) 

 

2

2 , ,

3

, ,

( , , , , ) ( , , , , ),

( , , , ,0) ( , , , ),

j i j i

j i j i

U r t g r t
t

U r w r

      

     





 

     (4.13) 

де 1

,0( , , , ) 0jg t    , 1 0

,0( , , ) ( , , )j jw C      , 2

,0 *( , , ) ( , , )j jw t C t    ,  

2 2 22
, 1 , 1 , 1 , 1 , 11 2

, 11 12 21 222 2 2
1

( , , , )
s i s i s i s i s i

j i js

s

C C C C C
g t D v b b b b  

    

    



     
            
  

, 1 , 1 , 1/ 21/ 2 )
s i s i s i

js

r R

U F F
S

r r r


  



  
       

, 1

, ( , , ) 0j iw     , 2

, ( , , ) 0j iw t   , 

2

,0( , , , , ) 0jg r t    , 3 0

,0( , , , ) ( , , , )j jw r U r      ,  

2

1, 12 *

, 1 2
( , , , , ) (

i

j i j

U
g r t D

r
  


 


 

1, 1 , 1 2, 1*

2

2 2
) ( )

i s i i

j

U U U
D

r r r r r

    
  

  
, 3

, ( , , ) 0j iw r   , ( 1,i n , 1,2j  ). 

Аналогічно до п. 3.3, розв‟язки цих задач отримано у вигляді: 

 

0 1

,0

*

( ( ( , , ) ), , ), , ) , ( , , ),
( , , , )

( ( , , ), , ) , ( , , ),

j

j

j

C f f t t f
C t

C t f t f

         
  

       

  
 

 
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 0

,0( , , , , ) ( , , , )j jU r t U r      ,  

22
*

,1 ,0 ,02
12 0

1 2
( , , , , ) ( ( , , , , ) ( , , , , ))

t

j js s s

s

U r t D U r t U r t dt
r r r

        
 

 
 

 
  , 

 

*

1 1

,

1 0

, 1

,

2

1
( ( ( , , ) , , ), , , ) , ( , , ),

( , , , )
( , , , ( , , ) ( , , ))

, ( , , ).
( , , )

t

j i

j i

j i

g f f t t t dt t f

C t
g f t f

d t f
v





         


  
        

   
  




  


   
 







 

Для знаходження примежових поправок ,j iП  ( 0, 1, =1,2)i n j   в околі 

ділянки    одержимо такі задачі: 

 
 

   

2 2

,1, 2, 3

1 2 ,2 2

3

,0 , ,

, , , , 1,2,

, , , 0, 0, , , ( , , ),

j ii i

j j j i

j j i j i

ПП П
D D g t j

П t П t w t


  
  

      


  
      

  


 (4.14) 

де  3

,0 , , , 0jg t    , 
3 *

,0 ,0( , , ) ( , , ) ( , , , )j j jw t C t C t        ,  3

,1 , , ,jg t     

2 2

,0 ,01,0 2,0* *

1 1 ,22 * 2 2

1
( 2 ( , , ) ( , , )( ))

( , , )

j j

j j

П ПП П
v v D D

v t
       

     

  
   

   
 ,  

 
2 2

, 1 ,1, 2,3

, 1 1 22 * 2 2
1

1
, , , ( ( )

( , , )

i
j i j i si s i s

j i s j j

s

П ПП П
g t V D D

v t
   

     

  



  
    

   
  

2 2 2 22 2
1, 2 2, 2 1, 2 2, 2

11, 1 2 12, 1 22 2 2 2
0 0

( ) ( )
i i

i s i s i s i s

s j j s j j

s s

П П П П
B D D B D D

   

 
       

  

   
    

   
   

2 2
1, 2 2, 2 1, 2 2, 2

21, 1 2 22, 1 2

0 0

( ) ( ))
i i

i s i s i s i s

s j j s j j

s s

П П П П
B D D B D D

   

 
       

 

   
   

   
    

( 2, 1)i n  ,  3 *

, ,( , , ) ( , , ) ( , , , )j i j j iw t C t C t        ( 1, )i n , 3

, 1( , , ) 0j nw t   , 

sV , 11,sB , 12,sB , 21,sB , 22,sB  – коефіцієнти при s -тих степенях   у розкладі 

відповідних функцій 2( , , )v      , 11( , , )b      , 12( , , )b      , 

21( , , )b      , 22( , , )b       у ряд Тейлора в околі   . 

У результаті їх послідовного розв’язання отримаємо: 



 

 

106 

 

        0

1

,0 0 ,0, , , , , , , , jD

j j j jП t D C t C t e


       


   , 

    0 0

1 1

3

, , ,

0 0 0

1
, , , ( , , , ) , , ,j jD D

j i j i j i

j

П t e g t e d d C t
D

  

          



 
  
 
 
   ( 1,i n ), 

   0 0

1 1

3

, 1 1

0 0 0

1
, , , ( , , , )j jD D

j n n

j

П t e g t e d d
D

  

       


 

 
 
 
 
  . 

Для врахування впливу бічних джерел забруднення будуємо поправки 

 , / 2 , , ,j iP t   ,  , / 2 , , ,j iГ t   , , / 2( , , , )j iH t   , , / 2( , , , )j iE t    ( 0,2 1i n  ): 
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   
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7 *** ** **

,0 ,0 ,0( , , ) ( , , ( , , , ) ( , , , )j j j jw t C t C Q t П Q t          ,   
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, / 2 , / 27
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C Q t П Q t і
w t
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 
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 
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sV , 11,sB , 12,sB , 21,sB , 22,sB , *

sV , *

11,sB , *

12,sB , *

21,sB ,  *

22,sB , sV , 11,sB , 12,sB , 21,sB , 22,sB , 

*

sV , *

11,sB , *

12,sB , *

21,sB  і *

22,sB   коефіцієнти при s -их степенях   в розкладі 

функцій 2

*( , , )v Q   , 11 *( , , )b Q   , 12 *( , , )b Q   , 

21 *( , , )b Q   , 22 *( , , )b Q   , 2 *( , , )v Q   , *

11( , , )b Q   , 

*

12( , , )b Q   , *

21( , , )b Q   , *

22( , , )b Q   , 2

**( , , )v Q   , 

11 **( , , )b Q   , 12 **( , , )b Q   , 21 **( , , )b Q   , 22 **( , ,b Q    

) , 2 **( , , )v Q   , **

11( , , )b Q   , **

12( , , )b Q   , 

**

21( , , )b Q    і **

22( , , )b Q    в ряди Тейлора в околах  *Q  , *Q  , 

**Q   і **Q   відповідно. 

Примежові функції 
( , )

2

( , , , , )i
j

F t     знаходяться в результаті 

розв‟язання наступних  задач: 
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




2

8

, 1 , / 2 , / 2 , / 2 , / 2 , / 2

1

( , , , ) ( ).j n js s i s i s i s i s i

s

w t k П P Г H E  



      
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Слід зазначити, що при дослідженні багатокомпонентних процесів 

зазвичай використовують певні усереднені значення коефіцієнтів дифузії 

замість матриці коефіцієнтів jsD  та *

jsD . 

 

 4.2 Сингулярно збурені процеси багатокомпонентного 

конвективно-дифузійного тепломасоперенесення в мікро-

пористих середовищах  

 

Процес трикомпонентного конвективно-дифузійного масопереносу в 

середовищі частинок мікропористої структури, за умови, що дві речовини 

1 2( , )С С  вступають у хімічну реакцію з утворенням третьої речовини та 

виділенням тепла описується системою диференціальних рівнянь з 

відповідними початковими та граничними умовами: 

 

2

*

1 22
( ) ( ) ( ) ( )

j j j j

j j j

r R

С С С U
D T v x K T С С S T

t rx x
 



    
         

, (4.15) 

 

2

* *

1 22

2
( ) ( )

j j j

j j

U U U
D T K T U U

t r r r
 

   
       

, 1,3j  , (4.16) 

 
2

**

1 22
( ) ( , )

TT Ta v x Kf C C
t x x


   

  
,  (4.17) 

   0

0
, ( )j jt

C x t C x

 ,    0

0
, , ( , )j jt

U x r t U x r

 ,   0

0
, ( )

t
T x t T x


 , (4.18) 

  (0, )j jC t C t , 
1

( , )
0

j

x

C x t

x






,  (0, )T t T t , 

1

( , )
0

x

T x t

x 





,  (4.19)   

    , , ,j j jr R
U x r t k C x t


  ,

0

( , , )
0

j

r

U x r t

r






, (4.20) 

 0 1x  , 0 r R  , 0 t  . 

Тут ( , )jC x t  – концентрація j -го сорту розчинної речовини у міжчастинковому 

просторі в точці x  в момент часу t ,  , ,jU x r t  – концентрація j -го сорту  

розчинної речовини в точці r  мікрочастинки з координатами x  в момент часу 
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t , ( , )T x t  – температура середовища, ( )K T  – швидкість хімічної реакції, 

j j  , 1 2 1   , 3 1   , ( ) ( )j jD T d T  та * *( ) ( )
j jD T d T  відповідно 

характеризують швидкість протікання процесів дифузійного масоперенесення в 

міжчастинковому просторі та в порах частинок, а функції *( ) ( )j jS T S T  

характеризують вплив внутрішньочастинкового дифузійного перенесення на 

міжчастинковий, 0jk   – константи адсорбційної рівноваги для кожного сорту 

розчинних речовин, a а  – коефіцієнт температуропровідності, K  

характеризує швидкість підвищення температури середовища внаслідок 

хімічної реакції. Припускаємо, що мікрочастинки миттєво нагрівається чи 

охолоджуються, тобто немає зміни температури вздовж радіуса мікропористої 

частинки. Також вважаємо, що  функції швидкості хімічної реакції, впливу 

внутрішньочастинкового перенесення на міжчастинкове та інші, лінійно 

залежать від температури, тобто ,1 ,2( )j j jd T d T d  , * * *

,1 ,2( )j j jd T d T d  , 

,1 ,2( )j j jS T S T S  ,  1 2( )K T K T K  . Всі функції, які фігурують в умовах 

(4.18)–(4.20) є достатньо гладкими та узгодженими між собою вздовж ребер та 

кутових точок даної області.  

Асимптотичне наближення розв‟язку задачі матиме вигляд [24, 117, 141]: 

       ,0 ,1 , ,0( , ) , , ... , ,n

j j j j n jC x t C x t C x t C x t П t         

    1 1

,1 , 1 ,, ... , ( , , )n

j j n j nП t П t R x t    

    ,  (4.21) 

 ,0 ,1 , ,0( , , ) ( , , ) ( , , ) ... ( , , ) ( , , )n

j j j j n jU x r t U x r t U x r t U x r t F x t         

 / 2 1 2

, / 2 , 1 ,... ( , , ) ... ( , , ) ( , , , )i n

j i j n j nF x t F x t R x r t    

     , (4.22) 

       0 1 0( , ) , , ... , ,n

nT x t T x t T x t T x t P t         

    1 3

1 1, ... , ( , , )n

n nP t P t R x t    

    ,  (4.23) 

де  , ,j iC x t ,  , , ,j iU x r t ,  ,iT x t  ( 0,i n , 1,3j  ) – члени відповідних регулярних 

частин асимптотики,  , ,j iП t ,  ,iP t   ( 0, 1i n  ) – функції типу примежового 

шару в околі 1x  ,  , / 2 , ,j iF x t  ( 0,2 1i n  ) – функції типу примежового шару 
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в околі r R , * 1( )       , 1/ 2( )R r     – відповідні регуляризуючі 

перетворення, 1

,j nR , 2

,j nR  , 3

nR – залишкові члени.  

Після підстановки  рядів (4.21)–(4.23) в задачу (4.15)–(4.20) та 

прирівнювання коефіцієнтів при однакових степенях  ,  отримано такі задачі 

для знаходження регулярних частин асимптотики: 

 

, , 1

1 ,

1 2

, , , ,

( , ) ( , )
( ) ( , ),

( ,0) ( ), (0, ) ( ),

j i j i

j i

j i j i j i j i

C x t C x t
v x g x t

x t

C x w x C t w t


  

 
 

  

    (4.24) 

 

, 2

2 ,

3

, ,

( , , )
( , , ),

( , ,0) ( , ),

j i

j i

j i j i

U x r t
g x r t

t

U x r w x r


 




 

     (4.25) 

 

3

1

3 4

( , ) ( , )
( ) ( , ),

( ,0) ( ), (0, ) ( ),

i i
i

i i i i

T x t T x t
v x g x t

x t

T x w x T t w t


 

 
 

  

    (4.26) 

де 1

,0( , ) 0jg x t  , 1 0

,0( ) ( )j jw x C x , 2

,0 *( ) ( )j jw t C t , 1

,1 ,1 0( , ) (j jg x t d T   

2

,0,0

,2 1 0 2 1,0 2,0 ,1 0 ,22

( , , )( , )
) ( ) ( , ) ( , ) ( )(

jj

j j j j

U x r tC x t
d K T K C x t C x t S T S

x r



     

 
 

1
,0 ,1/ 22

( , , ) ( , , )
)

j j

r R

F x r t F x r t

r r




 
 

 
,  

21
, 11

, ,1 ,1 02
1

( , )
( , ) (

i
j i s

j i s j j

s

C x t
g x t T d d T

x


 




  


  

2 1 1 1
, 1

,2 1 0 2 1, 2, 1 , 1,2
0 0 0

( , )
) ( ) ( , ) ( , ) ( , )

i i i s
j i

j j s i s j j s s l

s s l

C x t
d K T K C x t C x t K T C x t

x
 

   


 

  


    


    

11
, 1 , 1 , 1/ 22

2, 1 ,

0

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , )

i
j i s j i s j i s

i s l j s s

s
r R

U x r t F x r t F x r t
C x t S T

r r r



     

  




   
     

   


1
,0 ,0 ,1/ 22

,1 0 ,2

( , , ) ( , , ) ( , , )
( )( )

j j j

j j

r R

U x r t F x r t F x r t
S T S

r r r




  
   

  
, 1

, ( ) 0j iw x  , 2

, ( ) 0j iw t  , 

2

,0( , , ) 0jg x r t  , 3 0

,0( , ) ( , )j jw x r U x r , 

2

,02 * *

,1 ,1 0 ,2 2

( , , )
( , , ) ( )(

j

j j j

U x r t
g x r t d T d

r


  


 

,0

1 0 2 1,0 2,0

( , , )2
) ( ) ( , , ) ( , , )

j

j

U x r t
K T K U x r t U x r t

r r



  


, 2 * *

, ,1 0 ,2( , , ) ( )j i j jg x r t d T d    
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2 21
, 1 , 1 , 1 , 1*

,12 2
0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )2 2
( ) ( )

i
j i j i j i s j i s

j s

s

U x r t U x r t U x r t U x r t
d T

r r r r r r


     



   
    

   
   

1 1

2 1 0 1, 1 2, 1 , 2, 1 1,

0 0

( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
i i s

j i i j s j s i s l l

s l

K K T U x r t U x r t T K U x r t U x r t 
  

    

 

    , 

3

, 1,0 2,0( , ) ( , ) ( , )j iw x r KC x t C x t , 3

0 ( , ) 0g x t  , 3 0

0 ( ) ( )w x T x , 4

0 *( ) ( )w t T t , 

 
2

3 **1
1, 2,2

( , )
( , ) ( ( , ), ( , ))i

i i i

T x t
g x t a Kf C x t C x t

x


 


, 3( ) 0iw x  , 4( ) 0iw t   ( 1,i n , 1,3j  ). 

Розв‟язки наведених задач знайдено методом характеристик: 

 

0 1

,0

*

( ( ( ) )) , ( ),
( , )

( ( )) , ( ),

j

j

j

C f f x t t f x
C x t

C t f x t f x

 

 

  
 

 

 

 0

,0( , , ) ( , )j jU x r t U x r , 2

, ,*

0

1
( , , ) ( , , ) ,

t

j i j iU x r t g x r t dt


  1,i n , 

 

1 1

,

0

, 1

,

2

0

1
( ( ( ) ), ) , ( ),

( , )
( , ( ) ( ))

, ( ),
( )

t

j i

j i x
j i

g f f x t t t dt t f x

C x t
g x f x t f x

dx t f x
v x

 


 





  



  
 






 

 

3 1 1

0

0

3

*2

0

1
( ( ( ) ), ) ( ( ( ) )), ( ),

( , )
( , ( ) ( ))

( ( )), ( ), 0, .
( )

t

i

i x

i

g f f x t t t dt T f f x t t f x

T x t
g x f x t f x

dx T t f x t f x i n
v x

  


 
 

 


    



 
    






 

Врахувавши співвідношення 
1

( )
x  

 
 

 
, 

2 2

2 2 2

1

x  

 


 
 та розклавши 

функцію (1 )v   в ряд Тейлора в околі 1x  , одержано рівняння із 

відповідними умовами для визначення примежових функцій  

, ( 0, 1, 1,3)j iП i n j    та ( 0, 1)iP i n  : 

 
 

2
4

0

( , ) ( , )
(1) ( , ),

,
( ), ( , ) 0,

i i
i

i

i i

P t P t
a v g t

P t
t P t





 


 


 

 



  
 

 

  

 

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 

2

, , 5

,1 ,2 ,

,

, ,

0

( , ) ( , )
( ( , ) ) (1) ( , ),

,
( ), ( , ) 0,

j i j i

j i j j i

j i

j i j i

П t П t
d P t d v g t

П t
t П t




 
 

 


 

 



  
  

 

  

 


 

де 4

0 ( , ) 0g t  , 
1

4 ( )1 1

0

( , ) ( 1) ( , )
( , ) (1)

!

si
s si i s

i

s

P t P t
g t v

t s

 
  




  



  
  

 
  

1 1

(1, 1 ) (2, )

0 0

( , ) ( , )
i i s

i s l l

s l

KП t П t 
  

  

 

 , 
1 (1, )

( )
i

i

T t
t




 


 ( 1,i n ), 1( ) 0n t   ,  

5

0 ( , ) 0g t  ,  

2

,0 ,0 ,05

,1 ,1 1 2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) (1)

j j j

j j

П t П t П t
g t d P t v

t

  
   

 

  
  

  
, 

21 1
, 1 , 1 , 15 ( )

, ,1 1 2
0 0

( , ) ( , ) ( , )( 1)
( , ) ( , ) (1)

!

si i
j i j i s j i ss s

j i j s

s s

П t П t П t
g t d P t v

t s

  
   

 

 
    



 

  
   

  
    

1 1

,1 0 ,1 (1, 1 ) (2, )

0 0

( ) ( , ) ( , )
i i s

j j j i s l l

s l

K P K П t П t  
  

  

 

   ( 2, 1i n  ),  
, 1

,

(1, )
( )

j i

j i

C t
t




 


   

( 0,i n ), , 1( ) 0j n t   . 

Аналогічно [14] отримуємо задачі для поправок , / 2 ( , , )j iF x t : 

 

2

, / 2 , / 2* * *

,1 0 ,2 , / 22

, / 21

, / 2 , / 2 , / 2

( , , ) ( , , )
( ) ( , , ),

( , , )
( , ,0) 0, ( ,0, ) ( , ), 0,

j i j i

j j j i

j i

j i j i j i

F x t F x t
d T d x t

t

F x t
F x F x t x t



 
  




 




  
  

 


   
 


 

,0( , , ) 0j x t   , 
,0* *

1 ,1 0 ,2
,
2

( , , )2
( , , ) ( )

j

j j
j

F x t
x t d T d

R


 




 


,  ,1( , , )j x t    

2

,1/ 2 ,0* * *

,1 0 ,2 ,1 1 1 0 2 1,02

( , , ) ( , , )2
( ) ( ) ( , , )

j j

j j j j

F x t F x t
d T d d T K T K F x t

R

 
 

 

 
     

 
 

2,0( , , )F x t , 
, ,
2 2

, / 2

( ( , ) ( , )), парне;

( , )

0, непарне.

i i
j j

j i

k C x t П x t i

x t

i





 


 

Розв‟язок останньої задачі отримано за допомогою  числових методів,   

зокрема методу сіток.  
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Оцінка залишкових членів проводиться аналогічно [28]  на основі 

принципу максимуму для параболічних рівнянь.  

 

4.3. Математичне моделювання процесів первинної очистки 

стічних вод з використанням мікропористих частинок 

 

При моделюванні процесів очищення забруднених  технологічних потоків 

часто доводиться враховувати не лише зміну концентрації забруднюючої 

речовини, а й самих сорбуючих частинок, які конвективно переносяться в 

фільтраційному потоці. Нехай домішкова речовина конвективно-дифузійно 

переноситься разом з адсорбуючими мікропористими частинками. Відповідна 

модельна сингулярно збурена задача конвективно-адсорбційно-дифузійного 

масоперенесення в двопористому середовищі матиме вигляд [19, 113]: 

 
2

1 2

0

( , , )
( ) ( )

R

c

C C C U x r t
D v x D Q dr

t x x t
 

   
  

    ,  (4.27) 

 
2

2 2

2
,u

U U U
D

t r r r
 

   
  

   
  (4.28) 

 1 ( )
Q Q

v x
t x

 
 

 
 

, (4.29) 

   0

0,0 ( )C x C x ,   *0, ( )C t C t *( , ) ( )C l t C t ,   (4.30) 

  0

0, ,0 ( , )U x r U x r ,    *0, , ,U r t U r t , 

     , , ,U x R t kC x t , 
0

( , , ) 0r r
U x r t


  , (4.31) 

   0

0,0 ( )Q x Q x ,   *0, ( )Q t Q t , ( , ) 0x x L
Q x t


 , (4.32) 

де  ,C x t  – концентрація забруднюючої речовини в міжчастинковому просторі 

в точці з координатою x  в момент часу t ,  , ,U x r t  – концентрація 

забруднюючої речовини в мікропористих частинках,  ,Q x t  – концентрація 

мікропористих частинок, cD  та uD  – коефіцієнти дифузії відповідно в 

міжчастинковому просторі та в порах частинок, ( )D Q  – коефіцієнт впливу 
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внутрішньочастинкового переносу на міжчастинковий, який залежить від 

об‟ємної концентрації адсорбуючих частинок,  0 1  , 1 , 2  – коефіцієнти 

пористості відповідно макро- та мікросередовищ, L  – довжина фільтра. 

Вважаємо, що всі функції, які фігурують в умовах (4.30)–(4.32) є достатньо 

гладкими та узгодженими між собою в кутових точках відповідної області, а 

також на поверхнях частинок (    0 0

0 0,U x R kC x ,    * *,U R t kC t ).  

Для знаходження концентрації мікропористих частинок  ,Q x t  маємо 

задачу (4.29), (4.32), розв‟язок якої знайдено у вигляді:  

 

1 1
*

0 1 1
0

1

(( ( )), ( ),

( , )

( ( ( ) )) , ( ),

Q t f x t f x

Q x t
t

Q f f x t f x

 

 

 

 




 


  


 (4.33) 

де  
 0

x
dx

f x
v x

   – час проходження виділеної частинки від точки з 

координатою 0x   до точки x x ; 1f   – функція, обернена до функції f  

(зазначимо, що така функція існує, оскільки підінтегральна функція 1( )v x  – 

неперервно диференційована, обмежена, додатньо визначена). 

Розв‟язок задач (4.27), (4.28) та (4.30), (4.31) знаходимо у вигляді 

асимптотичних рядів:  

          0 1 0 1( , ) , , ... , , , ...n

nC x t C x t C x t C x t П t П t           

  1 1

1 , ( , , ),n

n nП t R x t  

   (4.33) 

 2

0 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ... ( , , ) ( , , , )n

n nU x r t U x r t U x r t U x r t R x r t       , (4.34) 

де  ,iC x t ,  , ,iU x r t , ( 0,i n ) – члени відповідних регулярних частин 

асимптотики,  ,pП t  ( 0, 1p n  ) – функції типу примежового шару в околі 

x L , 1( )L x      – змінна розтягу, 1( , , )nR x t   та 2( , , , )nR x r t   – залишкові 

члени. 

Підставляючи (4.33)–(4.34) в (4.27)–(4.32), та прирівнявши коефіцієнти 

при однакових степенях  , отримуємо такі задачі для знаходження регулярних 
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частин асимптотики для кожного 0,i n : 

 

2

2 2

1

1 2

1 2

2
( , , ) ( ( , , ) ( , , )),

( ) ( , ) ( , ) ( , ),

( , ,0) ( , ), ( ,0, ) 0, ( , , ) ( , ),

( ,0) ( ), (0, ) ( ),

i u i i

i i i

i i i i i

i i i i

U x r t D U x r t U x r t
t r r r

v x C x t C x t g x t
x t

U x r h x r U x t U x R t h x t
r

C x w x C t w t





   
 

  


 
 

 
 

  


  

 (4.35) 

1 0

0 0( , ) ( , )h x r U x r , 1( , ) 0ih x r   при 0i  , 2( , ) ( , )i ih x t kC x t  при 0i  ;  0 ( , )g x t   

0

0

( , , )
( )

R
U x r t

D Q dr
t


 

 , 1 0

0 0( ) ( )w x C x , 2

0 ( ) ( )w t C t , 
2

12
( , ) ( , )i c ig x t D C x t

x



 


 

( )
r R

U
D Q

r 




, 1( ) 0iw x  , 2( ) 0iw t   при 0i  . 

Алгоритм чисельного розв‟язування поставленої задачі:  

1. Введемо рівномірну сітку    , , : , , ( );j m j j m j jx r t x j x r m r t f x      

1, , 1, ,j N m M   та зробимо наступне присвоєння: 0I  , де I  – 

лічильник. 

2.  Задаємо початкові умови   1

0, ( )i iC x t w x ,   1

0, , ( , )i iU x r t h x r . 

3.  Для кожного 1,j N : 

   3.1. Знаходимо  ( , , )i kU x r t  методом сіток з допомогою явної різницевої 

схеми при умові на границі 2

-1( , , ) ( , )i k i kU x R t h x t ; після цього, за 

допомогою  методу характеристик, знаходимо:  

1

11 1
1 1

0

1 1

1 1

1 1 1 1

( ,( ( ) ( )))
( ( )), ( ),

( )
( , )

1
( ( ( )), ) ( ( ( ) ), ), ( ),

k

k

x

i k
i k k

i k t

k
i i k k

t

g x t f x f x
dx t f x t f x

v x
C x t

t t t
g f f x t dt C f f x t t f x

 
  


   



 



  
  


 
     







де 0 *( ) ( )k kt C t  ,  ( ) 0i kt   при 0i  . 

 3.2. Враховуємо зміщення адсорбуючих частинок за рахунок 

конвективного перенесення:  
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1 1
*

1 1

1

( , ( )), ( ),

( , , )

( ( ( ) ), , ) , ( ).

k k

i k
k

i k k

U r t f x t f x

U x r t
t

U f f x r t t f x

 

 

 

 




 


  


 

4.  Якщо 0I   то робимо присвоєння 1( , ) ( , )i icr x t C x t , 1( , , ) ( , , )i iur x r t U x r t , 

1I I  , 2N N , переходимо до пункту 1. Якщо 0I  , то 

2( , ) ( , )i icr x t C x t , 2( , , ) ( , , )i iur x r t U x r t ; 

5.  Якщо 1 2( , ) ( , )i icr x t cr x t    і 1 2( , , ) ( , , )i iur x r t ur x r t   , то 2( , )icr x t  – 

шукана концентрація забруднень в міжчастинковому просторі, 2( , , )iur x r t  – 

концентрація забруднень в мікрочастинках інакше – здійснюємо 

присвоєння: 1 2( , ) ( , )i icr x t cr x t , 2 1( , , ) ( , , )i iur x r t ur x r t , 2N N . Переходимо 

до пункту 1. 

Функції 
1

0

( , ) ( , )
n

p

p

p

П t П t  




  призначені для усунення неузгодженостей, 

внесених побудованими регулярними частинами 
0

( , ) ( , )
n

i

i

i

c x t c x t


  в околі 

ділянки x L  (виходу фільтраційної течії). Таким чином повинна виконуватись 

умова:    ( , ) (0, ) ( ) n

x L
C L t П t C t O 


   . Ці функції знаходимо в результаті 

розв‟язку наступних задач: 

 

2

2
( , ) ( ) ( , ) ( , ),

0, ( ), ( , ) 0,

c p p p

p p p

D П t v L П t t

П t t П t





   
 

 


  
 

 
  


 

0 ( , ) 0t   , 
2

1 1 1 2

1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ...

2
p p p pt П t v l П t v l П t

t
       

 
  

  
     

  
 

( )

0( 1) ( ) ( , )p p pv l П t 



 


 при 0p  , ( ) ( , )p pt c L t    при 0,p n , 1( ) 0n t   . 

Розв‟язавши їх, отримаємо: 

( )

1

0 0( , ) ( , ) ( ) c

v L

D

cП t D C L t v L e











,

( ) 2
1

1 0( , ) ( ) ( ( ) ( , )(
2

c

v L

D

c

П t v L e v L C L t
D

 





 

 

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2
1

1 02
) ( ) ( , )( ))

( ) ( ) ( )

c cD D
v L C L t

v L v L t v L


 



 
   

 
, 

( ) ( )

4 3

2 1 2( , ) c c

v L v L

D D
П t e s e s

 

  
 

    

( ) ( )

2

3 4 5
c c

v L v L

D D
e s e s s

 

 
 

   , де 
2

0
1 3

( ( ))

( ) c

v L C
s

v L D 

 



, 1 0

2

( ) ( )
( )
2 ( ) 3 ( ) ( )c c c

v L v L C
s

v L D v L D v L D





  
 


  

1 0

2 2

( )

6 ( ) c

v L C

v L D t





 


 
, 

2 2 3

0 1 0 1 0
3 2 3 3 2

3 ( ) ( ) 2 ( )
( 1)

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )c c c

v L v L C v L C C
s

v L D v L v L D t v L D t

 

  

    
   

    
, 

2 2 3

0 1 0 1 0
4 3 4 3 2

3 ( ) ( ) 5 ( ) 1
( 1) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )c

v L v L C v L C C
s

v L D v L v L t v L v L t

 

  

    
     

    
,  5

3
(

( )
s

v L
    

( ) ( ) ( )2 2 3

0 1 0 1 0

4 5 4 2

( ) 5 ( ) 1
) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( )
c c c

v L v L v L

D D Dc c c
c

v L D C v L D C D C
D e e e

v L v L t v L v L t

   

  

     
   

    
. 

 

4.4. Результати комп’ютерного моделювання  

 

Для проведення комп‟ютерного моделювання процесу двокомпонентного 

масоперенесення забруднюючих речовин в мікропористому середовищі 

використаний ідеальний фільтраційний фон для області G
z

 [18] при таких 

значеннях коефіцієнтів: 0.45 /м добу  , 1 0.87  , 2 0.94  , 8 2

11 10 /D м добу , 

9 2

12 10 /D м добу , 9 2

21 10 /D м добу , 8 2

22 10 /D м добу ,  * 7 2

11 6 10 /D м добу  , 

* 7 2

22 4 10 /D м добу  ,  * * 12 2

12 21 10 /D D м добу  , 1 0.8k  , 2 0.95k  ,  а також 

початкових і граничних умовах: 0 0

1 2( , , ) ( , , ) 0C C       , 0( , , , ) 0jU r    ,  

1*

0.02cos(5 ) 0.02, ,
5

( , , )

0.04, ,
5

t t

C t

t




 


  




2*

0.017cos(10 ) 0.017, ,
10

( , , )

0.034, .
10

t t

C t

t




 


  





 

На рис. 4.2 проілюстровано вплив внутрішньочастинкового перенесення 

на міжчастинкове. Криві 1 на рис. 4.2,а і рис. 4.2,б відповідають конвективним 

складовим розв‟язку 1,0( , , , )C t    і 2,0( , , , )C t    відповідно вздовж лінії течії 

 ( ,1,1),0 1      в момент часу 5t   діб, криві 2-4  – розв‟язку 
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,0 ,1( , , , ) ( , , , ) ( , , , )i i iC t C t C t            для першого (а) и другого (б)  сортів 

забруднюючих речовин відповідно в той же момент часу при таких значеннях 

коефіцієнтів впливу внутрішньочастинкового перенесення на міжчастинкове:  

3

11 22 10 /S S м добу  , 12 21 0 /S S м добу   (криві 2), 3

11 22 10 /S S м добу  , 

4

12 21 10 /S S м добу   (криві 3), 3

11 22 2 10 /S S м добу   , 4

12 21 10 /S S м добу   

(криві 4). 

 

а)      б) 

Рис. 4.2. Розподіл концентрації першого  (а) та другого(б) сортів 

забруднюючих речовин вздовж лінії течії  ( ,1,1),0 1      в момент часу  

5t  діб 

 

а)          б) 

Рис. 4.3. Розподіл концентрацій першого (а) та другого (б) сортів 

забруднюючих речовин в мікрочастинках 
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На рис. 4.3 зображено накопичення двох сортів забруднюючої речовини в 

мікрочастинках  1 1 1 1, , , ,U r t    (а) і  2 1 1 1, , , ,U r t    (б), де 1 0.02  , 1 0.1  , 

1 0.1  . Криві 1-3 відповідають значенням концентрацій забруднюючих 

речовин у виділених частинках в моменти часу 1t   доба, 3t  діб, 5t  діб при 

* * 4 2

11 22 10 /D D м добу  , а криві 1*-3* при * * 5 2

11 22 10 /D D м добу  . 

Результати комп’ютерного моделювання процесу, описаного в п. 4.2, 

зображені на рис. 4.4 – рис. 4.6. Обчислення проводились для середовища 

(фільтра) довжиною  1L м , що складається з мікропористих частинок 

радіусом 35 10R м  , при наступних параметрах процесу: 510  , 

1,1 1d  2 /м добу , 1,2 0.85d  2 /м добу ,  2,1 0.65d  2 /м добу , 2,2 0.89d  2 /м добу , 

3,1 0.7d  2 /м добу , 3,2 0.9d  2 /м добу , *

1,1 0.005d  2 /м добу , *

1,2 0.001d  2 /м добу , 

*

2,1 0.006d  2 /м добу , 
*

2,2 0.001d  2 /м добу , *

3,1 0.006d  2 /м добу , 
*

3,2 0.008d  2 /м добу , 

1 10K   3 0/м кг добу С  , 2 5K  3 /м кг добу , ( ) 1v x  /м добу ,  1a   2 /м добу , 

5K  0 6 2/С м кг добу  , 0.7  , * 0.8  , 1 0.6k  , 2 0.4k  , 3 1k  , 

0( ) 0jC x 
3/кг м , 0( , ) 0jU x r   3/кг м , 0 0( ) 10T x С , 3*( ) 0C t  3/кг м , 

1*

0.003(1 cos(5 )), /5,
( )

0.006 , /5,

t t
C t

t

 

 

  
 


 2*

0.0425(1 cos(10 )), /10,
( )

0.085 , /10.

t t
C t

t

 

 

  



  

 

Рис.4.4. Розподіл концентрації речовини, що утворюється в результаті 

хімічної реакції 
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На рис. 4.4 зображено розподіл концентрації 3( , )C x t  речовини, що 

утворюється внаслідок реакції між забруднюючими речовинами 1( , )C x t  та 

2( , )C x t  в моменти часу 0.4t  доби , 0.6t  доби , 0.8t  доби , 1t    доба(криві 

1-4 відповідно).  

 

Рис.4.5. Розподіл концентрації забруднюючої речовини в 

міжчастинковому просторі 

 

На рис. 4.5 показано ефект від хімічної реакції та адсорбції 

мікрочастинками, а саме наведені графіки розподілу концентрації 

забруднюючої речовини 1( , )C x t за умови відсутності масообміну (крива 1), за 

умови протікання хімічної реакції (крива 2) та за умови і протікання реакції і 

адсорбції мікрочастинками (крива 3). 

 

Рис.4.6. Розподіл температури в міжчастинковому  просторі 
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На рис. 4.6 проілюстровано зростання температури в міжчастинковому 

середовищі внаслідок  хімічної реакції в моменти часу 0.2t  , 0.5t  ,  1t    

(криві 1 – 3 відповідно).  

Для процесу первинної очистки забрудненого потоку з використання 

мікрочастинок (п. 4.3) в середовищі довжиною 1L м , яке в початковий 

момент часу 0t год заповнене адсорбуючими частинками радіусом 510R м  

з концентрацією 0

0 ( ) 0.5Q x   3/кг м  при сталій швидкості конвективного 

перенесення ( ) 1 /v x м год . Початковий розподіл забруднення в 

міжчастинковому середовищі та в порах частинок відповідно дорівнюють 

0

0 ( ) 0.1C x   та 0 0

0 0

2
( , ) (1 100 ) ( )

r R
U x r arctg kC x

R


   3/кг м . На вході в область  

маємо 0

* 0 *

2
( , ) ( , ) (1 100 ) ( )

r R
U r t U x r arctg kC t

R


    3/кг м , *( ) 0.1C t   3/кг м , 

*( ) 0.5Q t  3/кг м . Комп’ютерний експеримент проводився при таких значеннях 

коефіцієнтів системи (1)-(6): 1 0.8  , 2 0.7  , 0.9cD  2 /м год , 

0.01qD  2 /м год , 1k  , 1  . 

На рис. 4.7. наведено графіки розподілу концентрації забруднюючої 

речовини в міжчастинковому просторі в моменти часу 1 0t  , 2 0.048t  , 

3 0.128t  , 4 0.256t  , 5 0.32t  , 6 0.48t  , 7 0.8t    (криві 1–7 відповідно).   

 

Рис.4.7. Розподіл концентрації забруднюючої речовини  ( , )C x t  у різні 

моменти часу t .  
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Рис.4.8. Вплив концентрації адсорбуючих мікрочастинок на розподіл 

забруднюючої речовини ( , )C x t  при 0.8t  год  

 

Як показав експеримент при 0.8t год  процес стабілізується, тому для 

подальшого зменшення концентрації забруднюючої речовини в середовищі 

доцільним є збільшення концентрації адсорбуючих мікрочастинок, що 

подаються на вході. Залежність розподілу концентрації шкідливих домішок від 

кількості частинок, що їх поглинають зображено на рис. 4.8. Так, крива 1 

відображає розподіл ( , )C x t при 4( ) 10D Q  , крива 2 – при 4( ) 2 10D Q   , крива 

3 – при 4( ) 5 10D Q   , крива 4 – при 5( ) 10D Q  . 

 

 

4.5. Висновки до четвертого розділу 

 

Сформована математична модель сингулярно збуреного процесу 

конвективно-дифузійно-адсорбційного масопереносу двох сортів забруднюючої 

речовини в мікропористому середовищі – модельній області, що має форму 

криволінійного паралелепіпеда, обмеженого еквіпотенціальними поверхнями і 

поверхнями течії. Побудовано асимптотичне розвинення розв‟язків відповідної 

просторової нелінійної сингулярно збуреної крайової задачі. На основі чого 

проведено комп'ютерний експеримент, зокрема, графічно зображено 
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просторово-часовий розподіл концентрацій двох сортів забруднюючих речовин 

в міжчасткових просторі і в мікрочастинках при різних значеннях параметрів 

процесу і різних співвідношеннях характеристик вхідних компонент.  

Запропоноване узагальнення даної моделі на випадок врахування 

масообміну, породженого екзотермічною хімічною реакцією забруднюючих 

речовин, та побудовано  асимптотичне розвинення розв‟язків відповідних 

сингулярно збурених задач.  

Змодельвано процес первинної очистки стічних вод з використанням 

пористих мікрочастинок, що рухаються конвективно у фільтраційному потоці 

та побудовано алгоритм числово-асимптотичного наближення розв‟язку 

відповідної модельної задачі на відшукання моменту часу стабілізації процесу 

очищення, після якого необхідно збільшувати концентрацію адсорбенту, що 

поступає у фільтраційний потік. 
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ВИСНОВКИ 

 

Дисертаційна робота є завершеним науковим дослідженням, у якому 

розв’язано важливе науково-технічне завдання математичного моделювання 

технологічних процесів конвективно-дифузійного тепломасоперенесення 

розчинних речовин у пористих та мікропористих середовищах (фільтрах) у 

випадку переважання одних складових процесу над іншими та розвитку методів 

теорії збурень розв’язання відповідних нелінійних сингулярно збурених задач. 

Найбільш важливі наукові та практичні результати полягають у 

наступному:  

1. Узагальнено математичні моделі сингулярно збурених процесів 

конвективної дифузії в пористих середовищах на випадок дослідження 

відповідних багатокомпонентних неізотермічних процесів з урахуванням 

хімічної реакції між розчинними речовинами. Побудовано асимптотичне 

наближення розв‟язків відповідних крайових задач, обґрунтованість яких 

забезпечується високим рівнем співпадання результатів числових 

експериментів та аналітичними розв‟язками  відповідних спеціальних типів 

модельних тестових задач.  На основі отриманих числових результатів 

підтверджено прогнозовану інтенсифікацію дифузійних та масообмінних 

складових процесу зі збільшенням температури середовища. 

2. Сформовано та обгрунтовано математичну модель сингулярно збуреного 

процесу конвективно-дифузійно-адсорбційного масоперенесення розчинної 

речовини в однорідному та кусково-однорідному середовищі частинок 

мікропористої структури, що на відміну від існуючих, враховує механізм 

конвективного перенесення, а також уточнює розрахунок  розподілу 

концентрації в мікропористому середовищі (фільтрі); побудовано асимптотичне 

розвинення розв‟язків відповідної крайової задачі, у тому числі за умови 

неповних даних. Підтверджено, що незважаючи на малу швидкість протікання 

явищ дифузійного масоперенесення в порах частинок, з часом це суттєво 

впливає на розподіл концентрації у самій частинці та у всьому фільтрі, а отже, 

можливим є використання розглянутого мікропористого середовища з метою 

очищення рідин від забруднень. У рамках окреслених середовищ і моделей 

встановлено, що врахування сорбції мікропористими частинками уточнює 

розрахунок концентрації на виході фільтра на 10-14 %. 
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3. Вперше побудовано математичну модель сингулярно збуреного процесу 

багатокомпонентного конвективно-дифузійно-адсорбційного масоперенесення 

розчинної речовини в однорідному мікропористому середовищі (фільтрі), за 

умов врахування масообміну та взаємовпливу компонент. Побудовано 

асимптотичне розвинення розв‟язку відповідних одновимірних нелінійних 

сингулярно збурених крайових задач, на основі чого проведено комп'ютерний 

експеримент та отримано просторово-часовий розподіл концентрацій 

забруднюючих речовин при різних значеннях параметрів процесу. На основі 

аналізу отриманих результатів зроблено висновок про значний вплив адсорбції 

та реакції, не зважаючи на те, що вони є малими в порівнянні з конвекцією. 

4. Отримано розв‟язок модельної задачі процесу первинної очистки стічних 

вод з використанням мікропористих сорбентів, яка враховує зміну концентрації 

не лише забруднення, а й самих сорбуючих частинок. Як показав числовий 

експеримент, починаючи з деякого моменту часу процес очищення 

стабілізується, тому для подальшого зменшення концентрації забруднюючої 

речовини в середовищі доцільним є збільшення концентрації адсорбуючих 

мікрочастинок, що подаються на вході. 

5. Змодельовано процес конвективно-дифузійного тепломасоперенесення у 

тонкій трубці за умови превалювання конвективних його складових над 

дифузійними та розвинуто асимптотичне наближення сингулярно збуреної 

задачі з умовами теплообміну на бічній границі, що виникає, зокрема, при 

моделюванні відбору ґрунтового тепла за допомогою ґрунтового 

теплообмінника, на основі отриманих розв‟язків встановлені оптимальні 

розміри теплообмінника для конкретних умов експлуатації (вид ґрунту, річна 

зміна температури ґрунту за глибиною).  

На основі низки комп‟ютерних експериментів, зокрема при створенні (на  

основі запропонованих моделей і розроблених обчислювальних методів) 

рекомендацій щодо покращення тепловологісного режиму будівлі фільтрів 

насосної станції «Новий двір» в (м. Рівне), а також при розробці робочих 

проектів реконструкції та налаштування роботи систем пом‟якшення води для 

котелень (студмістечка НУВГП  в м. Рівне та Більськовільської ЗОШ I-III ст. в 

с. Більська Воля), встановлено оптимальні технологічні параметри відповідних 

процесів, що дасть змогу відповідно збільшити продуктивність роботи 

господарських об‟єктів.  
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